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§2 Line-search-Verfahren

Problem (1') minimiere f(x) mit [ < x < u, wobei [; € {—oo} UR,

u; € RU {00}, I; < u; und die Ungleichung komponentenweise aufgefasst
wird.

(Bem.: min <> max)

Allgemeines line-search-Verfahren:
Startpunkt z° € R
Fir £ =0,1,2, ...

Bestimme eine Suchrichtung s* € R”

Bestimme eine Schrittweite oy € R, s. d. F(2% + ays®) < F(a*)

+1 k

Setze zFt! = 2F 4+ s

End

Voraussetzung 1

Es gibt eine Zahl [ > n so, dass stets gilt:
| aufeinanderfolgende Suchrichtungen s* spannen R” in folgendem strikten
Sinn auf:

Tgj
306(0,1):VkElVVER”:maX{"TjT‘l|k—l+1§j§k}20|\u|]2
712
Bsp.: Setze ¢ := \/Lﬁ und s, s%,... = ej,ea,...,€n,€1,69,..., d. h. die &

durchlaufen zyklisch die kanonischen Einheitsvektoren. Dann ist Vorausset-
zung 1 mit [ = n erfiillt:

15712 = 1V und [Vl < Vilviae| = Vimax|pts']. - #

Bem.: Falls Voraussetzung 1 verletzt ist, so sind die Iterierten x* (zumind-
est fiir grokes k) "nahezu auf einem affinen Teilraum eingeschrankt". Somit
kann die gesuchte Minimalstelle gar nicht oder nur sehr langsam approximiert
werden.

Voraussetzung 1 ist aber auch bei "exakter line search" nicht hinreichend fiir



die Konvergenz gegen einen kritischen Punkt:

Bsp.: Powell (1973)

flr,y,2) =—ay—az—yz+ (x —1)% + (—z - 1)2
+y-DI+(—y-Di+ (=D + (=2 - 13

wobei ¢ := max{t,0}.

Skizze fliry = z = 0: y=2z=1/2

Fiir gegebenes y, z wird f beziiglich  minimiert, falls
—2(y+ 2) + (z — 1)% (=2 — 1)2 — min
Seiz. B.y+2z>0= wihlez >1 ()

= minimiere — 2(y + 2) + (z — 1)?
& —y—z422-1)=0
Ytz

1
5 +

<~ T

Analog, falls y + z < 0.
Allgemein gilt: = = sign(y + 2)(1 + 3|y + 2|) (eindeutig, falls y + 2 # 0.)

Analog: Minimierung bez. y (oder z) fiir festes z, z (oder festes z, y).

Jetzt soll f alternierend entlang (Ax,0,0), (0, Ay,0), (0,0, Az) minimiert
werden "coordinate descent", Startpunkt sei (=1 —¢,1+5, -1 — %) =: v,



Die Minimierung beziiglich (Ax,0,0) liefert ™" =1 4 % - $, also
S = (1+§,1+%,—1—Z)
5 £ £
v = (1+ g,—l E, 1 EZ)
V3 = (1+§,€—1—E,i+3—2)5
W= (=1 — @, ~1 _{:E’ 1+ 2—2)
V) = (—1—@,1+@,1+3—2)6
VO = (-1 — T T g

Hier ist v(®) genauso definiert wie (%) nur mit & statt e. Zyklen "entlang"

von 6 Kanten des Wiirfels mit den Ecken (£1,+1,+1).

Dabei ist
—y—z+2x—1)y —2(—z— 1),
V(1) = |- —z+20 -1 —2(-y- 1)
—r—y+2z—1)4—2(—2—1)+
und

-1 0 0
vr(n) = ()~ ()
dito Vf(v) # 0 fiir die anderen Ecken.
Modifiziertes Verfahren (Lucidi, Sciandrone 1997):

Wiéhle v > 0, § € (0,1) und eine Folge (B )ren mit Sr > 0, 5r \ 0.
In jedem Schritt des allgemeinen line-search-Verfahrens werde a@ = «a; so
gewahlt, dass

, {f(w’“+0zsk) < f(a*) = ra?lsH|B

min{ f(a* + as*), f(a* — as)} > f(ab) —ya?|||s"| |3

wobel & = %.

Dabei wurde zuerst o = 41 in die erste Ungleichung von (2) eingesetzt.

Falls diese erfiillt ist, aber die zweite nicht, so erfiillt auch o := % oder

a = —% die erste Ungleichung.

Der Schritt a — +% wird wiederholt. Entweder gilt dann [&| — oo und
f(a¥ 4+ as*) — —oo (d. h. es gibt keine endliche globale Minimalstelle)
oder es wird eine Schrittweite erzeugt, die beide Bed. aus (2) erfiillt.



Falls a = =41 die erste Bedingung in (2) nicht erfiillt, so liefert da eine
Schrittweite, die die zweite Bed. erfiillt. Wiederhole den Ubergang
a — +da so lange, bis entweder die erste Bed. erfiillt ist oder bis

1
las ) < 56 (30)

gilt. (B ist hier fest und o N\ 0.)

In letzerem Fall wihle o = 0, d.h. die aktuelle Suchrichtung wird verworfen

und das Verfahren féhrt mit der néchsten Suchrichtung fort.
(Update 2"*! = 2% + as® wie auf S.(1) und Wechsel k +— k + 1.)

Beh.: Sei Voraussetzung 1 erfillt und f stetig differenzierbar und z* ein
Héufungspunkt der Folge {x*}. Dann gilt V f(x*) = 0.

Bew.: (schwiichere Voraussetzung als bei den Abstiegsverfahren in Einf. Opti.)

f(2%) ist monoton fallend, nach unten beschrinkt durch f(z*). Wegen (2)
Teil 1 gilt

flah) = f@™1) 2 Allat = "3, (3)
(Trivial, falls @ = 0 gewéhlt wurde)
Aufsummieren liefert, dass ||2% — 2**!|| eine Nullfolge ist
(sont ergiibe f(2*) — —oo < f(2*) einen Widerspruch).

Widerspruchsannahme: ||V f(z*)||s =:n > 0.
Sei € > 0 so, dass

HDﬂ@—IV@ﬂW<% Vo mit [z — 27| <e, (®)

wobei ¢ aus Voraussetzung 1 sei. Sei nun vy aus (2).
Da B, — 0 Jko : B < min{g, S—Z} fur k£ > ko und ¢ auch aus Vorauss. 1.

Da ||z — z¥1|| eine Nullfolge ist, gibt es kg > ko : [|aF —2*[|s < 5 Vk > ko.

Ferner gilt oo oft: ||z* — 2*|| < 5 (Haufungspunkt z*).

Fiir jedes solche k > kg ist [|2F — 2% <e (0 < j < /).

Zu v = V f(x*) erfiillt mindestens eine der Suchrichtungen s**/ (0 < j <
¢ — 1) nach Voraussetzung 1:

|UTSk+j‘

Is57]]

> cl[vllz = en. (®@®)

Setze ¢(a) := f(z" + as™7) mit obigem j und |of||s" ]| < 5.




= |¢/ ()] = [Df ("7 + as"7)s" |
A-Ungl. ) ‘ . .
> |Df(l'*)8k+j‘ _ HDf(xk-l-j + &Sk-l-j) o Df(QT*)Hz HSIH_JHQ

<5 (wegen ®)

(®®) 1

> k+j )
> Sl

Insbesondere hat ¢ keine Nullstelle und das Vorzeichen ist fiir
la| < 5757 konstant.

20+ 7]]
Mit ¢(or) = ¢(0) + ;" ¢/ (t) dt folgt
F@ + ast) < fat) — ol sz falls Jlas™ T, < 5 (5)

passendes Vorz. wihlen ag¢’(0) < 0

Dabei beschreibt (5) einen gewissen Mindestabstieg.

Beh.: Fir diese j wird |a| nicht auf weniger als Hsﬂ’fTJ;jllz reduziert.

Bew.: Falls nun ||as"™|| < Bgy; wire, so wiire mit

ki+j ki+j ©) k+i\ My kg
f@™ +as™) < f(a™) [as™™ |2

2
nonllas™3
< fa™) - gﬁ
J

< f(@) = llas™ |3
/]\
Def. ];?0 = 6k+j < %
die 1. Bed. von (2) erfiillt, und || wiirde nicht weiter reduziert. Die Schranke

. (3a)
|as*|| < 1844; wiirde nicht erreicht.
= Der Fall @ = 0 kann in maximal ¢ — 1 aufeinanderfolgenden Iterationen

auftreten.
Fiir a # 0 impliziert die 2. Bed. aus (2) (mit k statt k& + j)

. . .
a3 < 7t + ash) 1) < —genllas’

(5) gilt auch fir &, |&| < m

k1

d.h. v|jask|| > sen bzw. ||z =" ||6as"| ? 52%7 > (0 im Widerspruch

wegen y[las*|| > Len

dazu, dass [|2**! — 2%|| eine Nullfolge ist. #



Anmerkungen zur line search:
e Gegeben a*, setze ¢(t) := f(a® + tAz")

e Gesucht ist eine lokale Minimalstelle ¢ von ¢ mit ¢(t) < ¢(0).
(Manche schlecht implementierten line-search-Algorithmen, wie z. B.
fminbnd in Matlab, liefern auch Werte ¢ mit ¢(t) > ¢(0).)

e Das Verfahren des goldenen Schnitts (Einf. Opt.) konvergiert mit eier
Rate von Y31~ 0.61803. ..

e Zur lokalen Konergenzbeschleunigung bietet sich quadratische Interpola-
tion durch die letzten 3 Iterierte an, die Auswertung von deren Minimal-
stelle und verschiedene “safe guards”.

Recht technisch, kaum Veroffentlichungen, da zu trivial.

e Nutzung von kubischen Splines anstelle der quadrat. Interpolierenden
(5 Stiitzpunkte)

1)) Zu to,t1,...,t, und ¢g, @1, ..., ¢, berechne die kubische Spline-Fkt. s
mit

s kann ganz einfach berechnet werden:
Auf [to, tl] gllt

(t — to)?

t—to)?

s(t) = ¢o + ' (to)(t — to) + 5" (t0)

wobei s(ty), §'(to), " (to) gegeben sind und « so zu bestimmen ist, dass
s(t1) = ¢y erfiillt ist, also

6(t) — s(to) = 8'(to) (t1 — to) — " (to) 52"
(t; — tg)3 :

Damit ist s auf [y, t1] vollstdndig bestimmt.
= s(t1) = ¢1 und s'(t1) sowie s”(¢;) sind bekannt,

s'(t1) = s'(tg) + 8" (to) (t1 — to) + 3oty — to)?,
S,/(tl) S”(to) + 6@(t1 — to)




Analog kann jetzt s auf [t1, to], [to, t3], . .. berechent werden.
Die Ableitungen §'(tg) = 0 = s” () waren dabei willktrlich gewéhlt.

Bestimme auf dieselbe Weise zwei Spline-Funktionen § und s
mit 5(¢;) =35(t;) =0fir 0 <j<n
und §'(0)=1  sowie  §(0)=0

§"(0) =0 §'(0) =1.

Jede interpolierende Spline-Fkt. hat die Form ¢ — s(t) + as(t) + 85(t)
mit festem (o, 3) € R%. Mochte man nun z. B. «, 3 so wihlen, dass
s (tg) und s"(t,_1) existieren (“not-a-knot-spline”) so ergibt sich mit
der Notation s”(t;) := 11/%1 "(t) und s (t;) = th\f? s"(t) die Forderung:

t/tg J

s"(t1) + as” (t1) + 5" (t1) = 7 (t1) + a8 (t1) + S5 (t)
——
s: kub. Polynom auf [tg,t1]

und analog bei t =1t,,_1.
Die Koeffizienten sind explizit gegeben, es ergibt sich ein lineares
Gleichungssystem mit 2 Variablen & 2 Unbekannten.

v Das System kann schlecht konditioniert sein, ggf. muss s mit
den gegebenen Anfangswerten «, 5 neu berechnet werden.

e Analog kann man auch den natiirlichen Spline berechnen

e Analog kann man auch einen ‘“least-squares-spline” berechnen, der «, (3
so bestimmmt, dass eine gewichtete Quadratsumme der Spriinge der
3. Ableitung an den Stellen %1, o, ..., t,_1 minimiert wird.
(z. B. Gewichte w; = —L—). (Warum?)

tit1—ti—1



§3 Verfahren auf diskreten Gittern

Problem (1') min f(z) | ¢ < 2 < u. Diesmal { < wu, /¢,u € R". Wihle
v; € N\ {0} fiir 1 <i < n und setze h ;= &b

Vi

X
h;

G:={z| Eie{O,l,...,I/i}fﬁrlgign}

= {0+ Jjihei | ji €{0,1,... v} fiir 1 <i <}

i=1
wobei e; der i-te kanonische Einheitsvektor sei. “Gitter G”. Zu xz € G sei
N(x) :={a} U{x + hie; }1<i<n N [¢, u)
die Nachbarschaft von x in G bei der je maximal eine Komponente von x
gedandert wird.
Ansatz:
x! € G gegeben.
Fir k=1,2,...
T ="
Fir:=1,2,...,n
Ersetze T durch = + zh;e; € G (mit z € Z).
Falls z #£ 0
so gelte dabei f(Z + zhe;) < f(ZT) ®
und in jedem Fall gilt f(Z + zhie;) < f(Z%)
fir 75 € {Z + hye;, T — hie;} N G.

End
Falls 7 = 2"
stop

sonst
k+1

x = .

End.



In der Bed. ® ist eine “line search” entlang einer Koordinatenachse erlaubt,

im Gegensatz zum obigen Bsp. von Powell (1973), ist dieser Ansatz aber in
jedem Fall endlich.
Bei Abbruch gilt f(z*) < f(x) Ve N(aF).

Verfahren von Hooke & Jeeves (1961)

2 := 2! € G gegeben, k=1
Falls y* := 22" — 2*"' € [(,u] (dann ist y* € G)!
und falls min f( ) < f(zM)

zeN(y*
so setze xk“ ;= argmin f(2)
zeN (y*)
andernfalls

definiere 2#+! wic in ® oben (S.(8)).

Konvergenzaussage:

Sei f: RF = R diff bar und V f L-Lipschitz-stetig,

IV x4+ Azx) = Vf(2)|loo < L||Ax|loo Va,Ax:z,2+ Az € [{,u].

Dann besitzt f auf [€,u] mind. eine lok. Minimalstelle T und in jeden lok.
Minimalstelle T gilt:

(Vf(z)),=0 falls z; € ({,u)
(Vf(f))l <0 falls 7; = u,.

Bew.: 1 #

Sei h := max h;

1<i<n
Dann liefert das Verfahren von Hook & Jeeves bei Abbruch einen Punkt "
mat

|Vf( Bl < LB falls ¥ € (4;,u;)
Vf@k);, >—Lh fallsaf =4
Vf®), <L falls 2% = w;.

©)



Bew.:

Dass das Verfahren abbricht folgt, da es nur endlich viele Punkte in G
gibt und f bei jedem Wechsel von ¥ zu zFt1 #£ 2F (strikt) reduziert
wird. Gilt n-mal in Folge ¥*! = ¥, so bricht das Verfahren mit einem
Punkt z := 2 ab, fiir den gilt: f(z & hie;) > f(Z) falls £; < 7; < u;.
Betrachte £(t) := f(Z + te;). Nach den Mittelwertsatz ist

/
= 0(0) + hl'(t,), t,. €[0,h]
= f(7) +

0 , _
81.1.}0(1‘ _|— t+el)h2'

:Zfl‘+€ [i’, i+hiei}

Analog: f(Z) < f(Z) — 7= f(&_)hs mit &_ € [T — hie;, 7]

) )
= Ef(fﬂ) >0> 5—%][(5@,)
= L@ =26 — LlF— &l 20— L
ox; ~ Ox; Z+ N
<h;i<h
o ., 0 ~ _
8a:,-f(x) < axif(ﬁi_) + L[| =& |l < Lh.
Analog fiir z; = ¢; oder z; = u;. #

Praktische Umsetzung:

e gof. Skalierung auf —1 < z; < 1%

e Anwendung des Verfahrens auf einem groben Gitter G, bei Abbruch Verfeinerung

von G und erneute Anwendung des Verfahrens.

e Modifizierung falls ¢; = —oo oder u; = oo:
(unbeschrinktes Gitter, Abbruch nach “maxit” Schritten)

*Dabei dndert sich die Lipschitz-Konstante L bzw. die Konstanten “L; < L” zu |V f(z) —
Vi(x+te)|ow < Lilt|. Vo € [l,ul],Vt: x+te; € [¢,u])



e Falls V; = —oc0,u; =00 Vi (Torczon 1997)
- Voraussetzung: S := {z | f(z) < f(x')} sei beschrinkt.

- wahle h; = h fir 1 <i <n (ggf. Minimierung von f(Dz) mit D = (\)
betrachten) und h := 1 zum Start.

- wahle 7 € (0,1)ﬂ@,T:%, a,f N, (a<p).

- wenn bei ® (S.(8)) gilt f(z*) = f(a¥), so setze h := Th, andernfalls
h = T% mit j € {0,1,..., ¢} fiir ein festes ¢ € N.

Beh.: Fulls Vf auf Sy Lipschitz-stetig ist, so gilt klim inf ||V f(z")|| = 0.
E— —00
Bew.:

Es gilt immer h = h¥) € {77 | j € Z} da h stets mit Potenzen von
7 multipliziert wird. Da s; beschrénkt ist, kann A*) nicht vergrofert
werden, wenn S nur einen Gitterpunkt enthilt. (f(z*) < f(2!) gilt
immer und somit f(z*) € S;.)

=3dmeZ: A ec{r|j>m,jeZ} (hH<rm)

Annahme: 3m € Z: h%) € {77 | j <™, j € Z}
= 2" hat stets die Form, dass die Komponenten gegeben sind durch
xf = CE'Zl + Z ZijTj,
m<j<m

wobei die z;; € Z von k abhingen. Die Potenzen 77 sind stets
Vielfache von o3, Seien ¢, u gegeben mit S; C [¢,u]. Da es in
[¢;, u;] nur endlich viele Punkte aus x! + A28~ mit A € Z gibt,
bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab™*. 4

Also ist lim inf A®) = 0. Jedes Mal, wenn A®) reduziert wird, gilt

k—o00

IVf(@")|o < Lh®. = Beh.  #

**Wenn z. B. 7 = \/Li ist, so legen unendlich viele Zahlen in der Menge
{kT+ |k, € Z}N[0,1] und obiger Beweis ist nicht anwendbar.



§4 Testfunktionen

(Fir numerische Experimente, eindeutige Minimalstellen)
i)) Generiere Z1,...,Z, € Ry ={t € R |t > 0} zufillig
Smits---,8, E Ry dito (m <n,m,n€N)
Setze Tppi1=...=Tp, 51 =... =5, =0.
Generiere y € R zufillig.
A e R™™ zuféllig  (z. B.iid. N(0,1))
Setze b := Az, c:= ATy + 5.

Fiir 2 := (27, 9T, s1)T € R*™™ ™ minimiere (ausgehend von 2 = 0)
f(z) = [[Ax = bl + [[Ay + s — cll5 + (c"x = 0" y)* + [Ja—[|5 + [|s-[13

wobei (z_); := min{0, z;}, d. h. z_ “enthélt nur die negativen Kompo-
nenten von .

(Zusammenhang mit linearen Programmen — “so 16st man die linearen
Programme in der Praxis nicht”.)

ii)) “Rosenbrock-Funktion”

r(z) = (z1 — 1)* 4100 z:(a:Z —z7 )

mit 2% := (-1,1,...,1)T € R™.

Bsp.: n=2:




€T OPt

“Schlauch-Stiick”

in dem r(z) <4 }\_/

erfiillt ist
T1
iii)) Nesterov’s Rosenbrock-Funktion
1 n—1
f(z) = Z(a:l — 1?43 (zip1 — 207 + 1) B> 1 fest

1=1

N 7

Nullstellenmenge, x,, oszilliert
in [—1, 1]*, mit 277! — 1
Wechseln zwischen —1 und 1
(Tschebyscheff-Polynome)

“Jedes Abstiegsverfahren mit z°! = 2% + A\, + Az” so dass f in [0, A4
entlang 2% + tAz* monoton fillt, bendtigt mind. 1.618"~! Schritte um
f ausgehend von z¥ = (—1,1,...,1)" von f(zo) = 1 auf f(z¥) < 3 zu
reduzieren, sofern 3 > 400 gewwahlt wird.”

iv)) Viele weitere Beispiele . ..



§5 Simplexverfahren (Nelder & 1\/Iead)11

(Nicht zu verwechseln mit dem Simplex-Verfahren zur Losung linearer Pro-
gramme. )

(1) min f(z) | x € R",

Def.: Die Punkte ',... 2" € R" sind affin unabhingig

1 P
& <x ) e (x ) e R™™ sind linear unabhingig

| 1
@{{ixixi—o&ﬁ;&—o}i&:o (1§i§p)}.

Bsp.:

aff ({zt, 2%})

affine Hiille von z! & 22
kleinste affine Menge, die
2! und z? enthélt

aff({z',2°}) = {a' +t(z* — 2'") | t € R}

2 2
= {5171 —|—Z)\ZCI? ‘ Z)\Z = 0}
i=1 =1

Simplex: Zu affin unabhingigen Punkten z', ... z""t € R"
ist conv({z', ..., 2" ™)) die konveve Hiille von z*,... 2"
(Kleinste konvexe Menge, die ', ... x"™ enthilt) ein Simplex.

1 “Anfangszeit” der Nutzung von Computer-Programmen, 1962 bzw. 1965



Die Punkte 2!, ..., 2" sind die Ecken (engl. vertices) und der Schwerpunkt
n+1

ist gegeben durch z = n%rl Z z’,
i=1

Simplex-Verfahren: (nach Spendley, Hext, Himsworth (1962))

e Gegeben 2° € R”. Wihle o > 0 und bilde die Ecken !, ..., 2" um 2"
herum als gleichméafiger Simplex mit Kantenldnge d. (Ubung)

e Berechne f(z!),..., f(z"™) und sortiere die x’ so dass
fl@h) < fa?) < ... < fla™)
e Wiederhole:

— Reflektiere 2! am Schwerpunkt von z!, ..., 2™
n
T = 2(% Z:IJZ) —g"t!
i=1
— Falls f(2) < f(2™1) so ersetze "™ durch # und sortiere die 2

erneut (d. h. fiige & entsprechend des Wertes f(& in t,..., 2" ein).

(

— Falls f(2) > f(2™1) und d < ¢, stop
(4
3(a’

— Falls f ) ( f(2™1) und d > ¢, schrumpfe den Simplex,
xl) fiir i = 2,...,n+ 1 und sortiere die ' erneut.

(Damlt auch d— %)

(Modifizierung: Falls f(2) € [f(z"), f(z"™)) so reflektiere im néchsten
Schritt " am Schwerpunkt der iibrigen Punkte - und nicht das neue
n—i—l = 7. )



Bem. 1: Fiire = 0,n = 2 und beschrinkter Menge N° := {z | f(x) < f(23}
wird d unendlich oft reduziert.

Bew.:

Fiir feste Kantenldnge d bilden die moglichen Simplices ein unendliches
Gitter iiber AN/°, (Bienenwaben in gleichseitige Dreiecke unterteilt.)

Da die Funktionswerte wegen f(#) < f(2™™!) streng monoton fallen
wird d spitestens dann reduziert, wenn f an allen Gitterpunkten in N
ausgewertet wurde. (Ahnlich, wenn zu Beginn z. B. der Simplex mit

den Ecken <1> , (O> , <1> gewahlt wurde. Die Ecken bleiben bei jeder

0 1 1
Spiegelung ganzzahlig.)
Bem. 2:
i)) Induktiv ldsst sich zeigen, dass die Methode die Iterierten A~'v(®
erzeugt, wenn sie nicht auf f und 0@, ... v angewendet wird, sondern

auf f und 9, ... 50 mit f(y) = f(Ay) und 3 = A1y
(0 < i < n) mit einer invertierbaren Matrix A. (Die 7@ bilden dann
kein regelméfiges Simplex mehr.)

Bem. 3: Fire = 0,n = 2 und beschriankter Menge

N :={z| f(x) < f(2®} kann es (ohne weitere Annahmen an f) passieren,
dass unendlich viele Simplices (Tetraeder) mit derselben Kantenldinge d gener-
vert werden.



Bew.: Wahle 0.B.d.A.

0 1 1/2 1/2
VO =10],0W=1(0],0®= 3/4],0% = | 1/V12
0 0 0 273

= [[v® — || =1 0<i<j<3

1/2
Setze M := L(v@ + oMy =1 0
0

Der Winkel a(v®, M, v®)) ist durch
cos(a) = (v — M)T (0¥ — M) /(0" — M| - [0 — M]|)

() () (e

gegeben.

a = 70,528779°

Spiegelt man v am Schwerpunkt S von v?, v, v?, so entspricht dies einer

Drehung um die Achse v°, v' um einen Winkel a mit cos(v) = 1.

3
Hilt man stets v°, v! fest und spiegelt stets um den “lteren” der beiden

anderen Ecken, so entsprechen k Schritte einer Drehung um den Winkel
ko
Bronstein (“de Moivre” ((cos(x) +isin(x))* = (@)% = e .. Aufspal-



tung in Real- und Imaginérteil):

cos(kz) = cos" () — (g) cos* () sin’(z) + (]Z) cos* 1 sin? ()
— (}) cos" () sin(z) + . ..

5]
=) (—1)/ (213) sin® (z) cos™ ¥ (x)

j=1 N

(1—cos?(x))7
= cos"(2) (L4 (5) + (5) + -+ (33)) ) +cos* () N
~~ d €z
*) 2k—1

— (%)k 2\k;+(%)k2 - “ganzzahlig” ¢ 7Z

kein Vielfaches von 3

Also sind die Simplices, die durch wiederholte Drehungen um « entste-
hen, alle verschieden. Das Argument der “endlich vielen Gitterpunkte”
ist nicht anwendbar, auch wenn sich bei obigem Bsp. keine stetige Funk-
tion findet, die eine solche wiederholte Rotation ad infinitum bedingen

wiirde.

Modifizierung von Dannis & Torczon (1997):

Spiegle alle Ecken an der “besten” Ecke: v — 9 = 200 — () 1 <
1< n.

Wenn m>1{1 f(0") > f(v"), schrumpfe den Simplex, v* — (v! + v')

fiir 4 > 1.

Wenn nicht geschrumpft wird, teste eine Verdopplung der Kantenlédnge
0" — —vY + 20° fiir i > 1.

Konvergenz: (Abbruch bei [[v° — v|| < 4.)

0O.B.d.A alle Ecken zu Beginn ganzzahlig.

Induktiv folgt, dass die Ecken ganzzahlig bleiben, solange nicht geschrumpft
wird. = Wenn {z | f(z) < f(v°} beschrinkt ist, muss der Simplex
wiederholt geschrumpft werden. #



Bei Abbruch gilt f(2°) < f(v") 1<i<n
J) < f@)  1<is
1 .
0025(014—@@) 1<i<m

Wie bei den Gitterverfahren folgt ||V f(v%)|| = O(9).

Konvergenzbetrachtung zum Verfahren von Spendley et al (S@)

Bei Abbruch sei 0.B.d.A f(v) > f(v"), d. h. 0 ist der grokte der
Funktionswerte der beiden letzten Simplices.

n—1
Setze v* := %Zvl und ¢g* := Vf(v*).
=0

Annahme: f sei stetig diff 'bar.
Kantenldnge bei Abbruch des Verfahrens: o
Es gilt: f(v) = f(v*) + g* (0" —v*) + 0(d)

Aufsummiert und durch n dividiert:

1 n—1 .
n Z f@')
i=0
< f(om)
ferner: f(v") = f(v*) + ¢* (V" — v
VI
fw") +0(9)

= g (v" —v) 2 0(0)

Da f(0) > ( " folgt analog g*' (0 — v*) > o(4)
Aus § — v* = —(v" — v*) folgt ¢* (0 — v*) = o(6).
Fiir die ubrlgen Ecken folgt

T

g (' —v") =

Sei nun ¢' der Punkt, an dem die Halbgerade v’ + A(v* — v%), X > 0, den



n—1
Simplex verldsst, 9" = Zﬁjvj mit J; > 0, Z;‘;& v = 1.
=0
n—1
= g* (0 —v*) = ﬁjg*T(v] —v") < 0(9).
PN
7=0 s. o.
Un
5 Da der Simplex regulér ist,
ist ||0" — v*|| = 6(9)
(Ubung ~ %)
N
i v~
0(5)

Da ' — v* entgegengesetzt zu v’ — v* gerichtet ist folgt g*(v — v*) = 0(d).
Insgesamt g*(v! — v*) = o(9)

Damit sind n linear unabhingige Richtungen r* der Linge 0(d) gegeben, fiir
die g*' r = o(8) gilt.

= llg°]l = o(1).

(Beim Verfahren von Torczon & Dennis vereinfacht sich obige Argumentation
etwas.)

Das Verfahren von Nelder & Mead (1965)
(Lange Zeit das weltweit populédrste Verfahren)

n—1
Wie bisher, v := (% Z UZ) — " ®

i=0
1)) Falls f(v%) < f(0) < f(v™!) so ersetzte v™ durch ©.
Sortiere neu und gehe zu ® “wie gehabt”.

2)) Falls f(0) < f(v°) setze 0 := 0 + 16 — o)
falls f(0) < f(0) ersetze v™ durch 0, sonst durch ©.

Sortiere neu und gehe zu ® “Extrapolation”.

3)) Falls f(0) = f(v"")
(dann wiirde man im néchsten Schritt zuriickspiegeln)

3a)) falls f(9) < f(v") setze © 1= 3 + 1ym



3b)) falls f(0) > f(v") setze 0 := 3p" + 1o “kiirzerer Schritt”

.— falls nun f(0) < f(v") ersetze v" durch 0, sortiere neu und gehe zu ®
(in direkt nachfolgenden Schritt wird sicher nicht identisch zuriickge-
spiegelt, da die Schrittldnge verkiirzt worden war.)

.— sonst schrumpfe den Simplex zu v" hin.

Bsp.: Mc Kinnon 1997 (SIOPT)

0

0
folgend ist die Nummerierung dahingehend geéndert, dass immer eine

neue Ecke vt dazu kommt und zum Start

0N o (1N 1 (M) ., 14433
v—(o), v —(1), v —<)\2) mit \; = S ~ (0.843

1-+33
8

1)) Konstruktion einer Folge von Simplices, die gegen < > konvergiert. Nach-

A2 ~ —0.593

gegeben sind und f(v) < f(v!) < f(v°) gelte.
Es soll wiederholt Schritt 3b durchgefiihrt werden.
Die Dreiecke sollen dabei einer Rekursion folgen:

A

L2

~

1




Erster Schritt:

3
625(17—1—1)1)—1)0:1)1—110
) 1 1 1
0= 0"+ 0= 0" + o

4 4 2 4

AT L 1 0
Beh.: v" = (A§> mit obigen A1, Ao ey i= (O) , €9 1= <1>

Bew.: (durch Induktion)

TA:
n=0vV
n=1v
ISs(n—1,n) >n+1:

2_1 n+1 n—1

U_QU 4U

1 1
= Z(Xfel + /\362) + 5(/\717“_161 -+ /\g_leg)

1 1 1 1
=N (Pt gt T (et )
= (5 (1 VB 416) er + 45! (551~ VB4 16) )
/1 1
N (1 V33) e+ ! (o (1= VB3) e

(1++33)?=1+2v33+33
=2(£V33+17)

= \"1ep + A5 A e

Also 0 = AP ey + Ay tes. #
2)) Eine streng konvexe Funktion, die ein Verhalten wie oben erzeugt:
Wiéhle # >0, ¢ >0, 7 > 1 und

£ ) 027 + 235 + x9 fir x;1 > 0
S Op|xy|” + 23 + 39 fiir 21 < 0

= f ist stetig diff’bar (fiir 7 > 2 sogar 2-mal stetig diff’bar)

Auf den Halbraumen x; > 0 bzw. x; < 0 ist f konvex und aufgrund der
Differenzierbarkeit ist f nach Ubungsblatt 1 auf ganz R? konvex.



Sei 1 < 7 < 7 := {232 & 3,0605..

) In |Ag|
Es gilt: \] = A"

In |Ag|

In(A
611,1()\1 ( 1))

In |A
(M) a3

=€
_ elnl)\2|

= |9

= AT > [N (da € (0,1)) (®)
= f(") = f(AT D) = 0N + A2+ A und
~~
>0
f(vn+l):: f(A?+l,Ag+l):::9A$%+DT-+-A%R+2-+‘XS+1
Reflektierter Punkt:
o = %Un—i-l + (_;}n 4+ %Un—i-l) _ Un—i—l — "

Der “vorletzte” Punkt wird reflektiert an % (v4v""!)

I
0

Dabei ist
puan A A1 = M)
ano_ ,nt+l o 1 _ 1) — 1 1
oete= () -0 - (Gia—yy) @@
= f(0") = 0 NT7(1 — M) +A3 (1 — X2)2 + A5(1 — \9)
—_——
|x1|™ (Def. von f)
|
@) FY) — F(0) = 03T — 1)+ A" (0 — 1) + \(a — 1) < 0

N——" N == N —
<0 >0 <0 <0

wechselndes Vorzeichen
(Damit v™ “als néchstes” gespiegelt wird.)
Wegen ] > | Ao ist die Ungleichung erfiillt, falls

O(1 — A]) > |\ — 1] (@®®)

B)) F(u") — F(@) > OATIT Loamtl — gyt 4 AL S0 i 0 > 1.



7))

|
f@") > f(v")
L e\ (1= A))T+ AL = X)2 = M1 = Xo) > 0 AT + A N2
\ / N A e \ ,./ \ P \/

~" ~~

|1 x3 To a7 23 o
G0N (G- M) = 1) > (L= (1= X)) + M1+ (1 - X))
—~— _~ —— —
SPWH >0 <0
Hinreichend:
Op(1 = A)" =1) >2 =X (®®®®)

Werte, die ®®® und ®®®® erfiillen:

T=20=6, ¢ =60  “gleichméafig streng konex”
T=3,0=06, ¢ =400 “2-mal stetig diff'bar & konvex”.

ws(Q)-() -



Einschub:
Simplex mit Ecken v’ = \% (1<i<n)und "™ = —ge,
wobei ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)  und e = (1,...,1)T
, , 1 1
=>\|vz—vj|\§:§+§:1 fir1<i<j<n

. 1 2
[ — "2 = (ﬁm) Y m-1BE1 firi<n
——

Komponente ¢

= 14V28+nf=1 = +¥25-L=9¢
= Bz—ﬁ%—,%—}ﬂ%—%:ﬁ(—l—l—\/l#—n) (ganzgrob%ﬁ)

wéhle positive Wurzel

. 2
Probe: ||vi—v""Y|3 = <\/L§(1+%(—1+\/1+n))) +(n—1) 7= (=14 V1 + n)?

\ 7
-~

pPP=1-2V1+n+1+n=2+n—-2vVn+1=n—-2p

hS)

. 1 p\Z2 n—1

7 n+1112 __ 2

o=t =51+ 5) + e
1o pPon—1,
_2+n+2n2jL 2n2p

Dieser Simplex erfiillt: (Z o) o = %e—ﬂe = L(l — —Vn—'_l_l> e

= V2 V2

::M

Bilde v/ — v’ — n“—fl um einen Simplex mit Schwerpunkt 0 zu erhalten. #



Héhe des Simplex (mit Kantenldnge 1)

n—1 gegenuberhegende Ecke

H—Zv ne Hz—H\/— e + fellz

H/—’

Schwerpunkt 09, ..., v

= lell (o5 + (-1 + VT D)

(]

)

\/g

N
S
I
Sl
—

DO

Der Schnitt der Geraden durch ein v und den Schwerpunkt mit dem Simplex
hat die Linge 4 /%t
Der Schwerpunkt teilt diese Strecke im Verhéltnis 1 : n auf.

Auf S.11 geschieht dies in Dimension n — 1 sodass die Grofse 0(§) dort den

1
exakten Wert 9 - — = hat.
V 2(n —1) n V2n(n —1)
% ( : )
2n

ﬂKonvergenz des Simplexverfahren von Spendley et al.



§6 Methoden der konjungierten Richtungen

Sei A = AT € R™" pos. definit, A = 0 (= bedeutet positiv definit; Lowner
Halbordnung).

Eigenwertzerlegung: A = UDUT mit D = (\) und UTU = UUT = I.
Sei A2 :=UD>U" = A2 = 0 und (4?)* = A.
(A% héngt nicht von der speziellen Wahl von Uab.)

Def.: Richtungen d',...,d* heiflen A-konjugiert, falls d* # 0 fir1 <i <k
und (d)TAd? = 0 fiir i # ;.

Bem. 1: A-konjugierte Richtungen sind linear unabhdngig.

Bew.:

k
Sei z := Z Lid’
i=1

k T k
= Az = (Z,uidZ) A(Z,ujdj)
i=1 i=1
k
= Z Z i (d')Ad?
i=1 j=1
k

_ 3 2 (@)
i—1 SN——
>0
>0

falls o £ 0. #
Sei c € R" und A = 0 und f: R" — R mit f(z) = s2’4z + 'z
Gegeben x,d € R” finde o* := argmin f(x + ad):

l(a) := f(z + ad) eine konvexe quadratische Funktion
V(o) =V f(z+ad)ld

= (A(z + ad) + ¢)'d

|

=0

¥ _ —axTAd—cTd



Ubung: Man gebe ein einfaches Verfahren an, um o anhand von #(a;), £(asy)
und £(a3) mit a; < ay < ag zu bestimmen.

Bem. 2: Fulls o und d A-konjugiert sind, so ist
d"Vf(x+ ad) = const. Va € R #
N———

Az+ct+aAd

Bem. 3: Fullsd', ..., d" A-konjugiert sind und ausgehend von z° die Punkte
o/t =l 4 ozjdj mattels exakter Line-Search bestimmt werden, so gilt

(VY =0 firj=1,... k
Bew.:
k=j. d'Vfit) =d" Vi + a;dl) =0 (exakte line Search)

Mit Bem. 2 folgt daraus und aus d/' Ad/*! = 0 auch &' V f(272) = 0
und dito fiir h > 7+ 1. #

Bem. 4: Die Richtungen d' sind A-konjugiert < Azdi sind orthogonal.
d"Adl = (Azd))(Azd)) 4
Wenn also YV f(z"+1) # 0, so konnen d',...,d" nicht den ganzen Raum

aufspannen (Bem. 3) und dann ex. (Bem. 4) ein d*™' # 0 das zu d*, ..., d~
A-konjugiert ist.

Bem. 5: Wenn T und @ (T # &) und d # 0 die Beziehung d'Vf(z) =
dTN f(z) erfiillen, so ist d := T — & A-konjugiert zu d:

0=d'Vf(@)-d'Vf(@)=d (AT +c) —d" (A +c)=d"A(z —3). #

1 Qurch sukzessive Minimierung bez.

Seien nun d', . .., d’ A-konjugiert und x
d',...,d" gegeben.

Nach Bem. 3 folgt &/' V f(2/t1) =0 fiir 1 < j < £.

Sei s*! lin. unabh. von d',...,d". (iterativ z.B. s = ¢; die Einheitsvek-

toren.) Setze ppy1 = argmin{p | f(a2'™! + ps"™H} und 2! = 2 4
l+1

Pe415" .

14

Minimiere f ausgehend von #*' sukzessiv entlang d',...,d". Um 2! zu

erhalten.



Nach Bem. 3 gilt dann (¢/)TV f(z"!) = 0. g=1,...,¢
Ebenso (d)Vf(z"™) =0 j=1,...,¢(s.0.)
Nach Bem. 5 ist ¢ := 71 — 21 auch A-konjugiert zu d', ..., d".
Lose f(# 4+ pd"™!) — min
02

(Dies ist dquivalent zu f(z"™ + pd‘t!) — min.)  #

T
Jede Line Search benotigt bei quadrat. Fkt. 3 Funktionsauswertungen, so-
dass der Gesamtaufwand fiir n Schritte %(n2+5n—4) Funktionsauswertungen
betragt.

e Anwendung auch auf nicht-quadratische Funktionen.

e In der Regel ist die Berechnung eines Gradienten genauso “teuer” wie die
Funktionsauswertung, sodass dieser Ansatz bei quadratischen Funktionen
nicht effizient ist.



§7 Lineare Approximationsmodelle

v, ..., v" gegeben mit f(v") < ... < f(v"). Finde eine affin-lineare Funktion

salz+ B mit av'+ 8= f") (0<i<n)

SN N ()
o O ) e G-
= A

Wiéhle p > 0 “Trust-region-radius”

Setze v := v’ — pri-. (Die Néherung f(v) ~ a'v + 8 motiviert den Ansatz
V f(v) &~ a, sodass v grob genédhert ein Schritt des steilsten Abstiegs ist.)

i)) Wenn f(v) < f(v"), nutze die Sharman-Marrisson-Formel um ein o'
gegen v auszutauschen:

(A+pg") ™ =A""— % mit p = e, g = (77 BUZ>
Wihle 4 “groR” d.h. f(v') “grof” aber so, dass
1+q¢"A7pl =1+ (v —v")", 0)A e
ebenfalls nicht “zu klein” ist. Wenn
£(0) = "0+ )] < 5a" (0 ),
so vergrofere p (zusdtzlich).
i) Wenn £(2) > £(2")

o Wenn [|A|[p||A~"|[r > #n fiir ein vorgegebenes k£ > 2, so regularisiere
den Simplex: § := min{lr?_i<n |v" — v'||2, p} z. B. neuer regelmiRiger
<i<n

Simplex mit Kantenldnge 9.
e Andernfalls reduziere p.

Erweiterung auf Probleme mit Ungleichungsrestriktionen Powell 1994.
Erweiterung auf quadratische interpolierende Funktionen
“Ubung” Powell 2009. “Uobyqa” (deutliche schneller als Nelder Mead)
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