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Numerik I — 13. Ubungsblatt

Hinweis: Dieses Blatt enthalt hauptsédchlich Klausuraufgaben aus fritheren Semestern.
Fiir die Zulassung zur Klausur werden 40% der erreichbaren Theorieaufgaben-Punkte der
Blétter 1-13 (also mind. 156 Punkte) UND 40% der erreichbaren Programmieraufgaben-
Punkte der Blétter 1-12 (also mind. 25 Punkte) benétigt. Die Programmieraufgabe auf
diesem Blatt ermoglicht es [hnen somit Bonus-Programmieraufgaben-Punkte zu sammeln.

Aufgabe 43 (4 Punkte)

(a) Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen jeweils alle p € INy mit f(h) = O(hP) fir
h — 0.

(i) f(h) ==h—In(1 - h)
() £(h) =
(b) Sei f:R — R, f € C*°(R). Bestimmen Sie alle p € Ny, sodass

2f(x+h)+3f(x) —6f(x — h) + f(x — 2h)
6h

— f'(x) = O(R?) fiir h — 0.

Aufgabe 44 (4 Punkte)

Berechnen Sie das Interpolationspolynom p(x) geringsten Grades zu den Daten

i |-1 0 2
flz)y [0 =3 =3
fx) | —4 8
() 16

Geben Sie das Polynom in Monombasis an und iiberpriifen Sie die
Interpolationsbedingungen.

—~

Aufgabe 45 (4 Punkte)

Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem || Az — b||3 — min fiir

1 -1 1 2
1 3 3 0
A= 13 1\ b= 0
1 -1 -1 -2

unter Verwendung der (QR-Zerlegung. Berechnen Sie die Q) R-Zerlegung mittels Gram-
Schmidt.
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Aufgabe 46 (4 Punkte)

(a) Nennen Sie zwei Vorteile der Spline-Interpolation gegeniiber der Polynominterpola-
tion.

(b) Betrachten Sie die Funktion f(z) = cos (2z).

(i) Bestimmen Sie den natiirlichen kubischen Spline zu der Funktion f(z) und den
Knoten o =0, 1 =1, o = 2.

(ii) Geben Sie eine obere Schranke fiir den gemachten Interpolationsfehler an.

(c) Es sei f : [a,b] = R, f € C*a,b]) und s der kubische Spline durch die Punkte
(i, f(x;)), i = 0,...,n mit f’(a) = f"(b) = 0. Gegeben Sie das grofte p an, fiir
welches

[f(z) = s(z)] = O(h")
gilt, wobei h die maximale Intervalllange ist. (Hier ist kein Beweis verlangt, schreiben
Sie nur das korrekte p auf).

Aufgabe 47 (4 Punkte)

(a) Es sei eine Quadraturformel
Qu(f) =) a;f(z;), a; €R, [f:[0,1] =R,
=0

mit 0 < zyp < ... < x, < 1 auf dem Grundintervall [0, 1] gegeben. Zeigen Sie die
folgende Aussage:
Die Quadraturformel @), hat genau dann die Ordnung m € IN, wenn

& 1
Zajxk_IZE firalle k=1,....m

J
=0
erfiillt ist.
(b) Betrachten Sie nun die Quadraturformel
Qs(f) = 3f(=1) = 3f (=3) + 3 (3)

zum Grundintervall [—1, 1]. Bestimmen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a) die Ord-
nung von 3.

Aufgabe 48 (6 Punkte)

Untersuchen Sie, ob das nichtlineare Gleichungssystem

2+ 4
2

z =exp (3(sin(y) — 1)) und y=

eine eindeutige Losung (2*,y*) € R? besitzt.
Formulieren Sie eine Behauptung und beweisen Sie diese.
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Aufgabe 49 (4 Punkte)
Gegeben seien

A= ER*™ mitaeR, b=| 1| cR?

—1

— N
INEPS et

4
a
6
(a) Fiir welche Werte o € R besitzt A eine LR-Zerlegung? Fiir welche Werte o € R

besitzt A eine LR-Zerlegung ohne Pivotisierung?

(b) Berechnen Sie im Existenzfall die LR - Zerlegung von A ohne Pivotisierung und
geben Sie die Matrizen L und R explizit an.

(c) Fiir o = 8 geben Sie eine Permutationsmatrix derart an, dass PA eine LR-Zerlegung
besitzt und 16sen Sie damit das lineare Gleichungssystem Ax = b.

Programmier-Aufgabe 13 (4 Zusatz-Punkte)

(a) Seia < b, f stetig auf [a, b und f(a)- f(b) < 0. Implementieren Sie in einer Funktion
bisectionMethod(f, a, b) das Bisektionsverfahren zum finden einer Nullstelle
von f im Interval [a, b].

(b) Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in (a). Implementieren Sie in einer Funktion
secantMethod(f, x0, x1,a,b) die Sekantenmethode. Uberpriifen Sie dabei auch
in jeder Iteration, ob die Approximation an die Nullstelle im Intervall [a, b] liegt.

(c) Testen Sie Thre Funktionen an eigens gewéhlten Beispielen sowie den Beispielen aus
dem Skript.

Ihre Losungen konnen Sie iiber das ILTAS bis zum 10.07.2025 10 Uhr abgeben.
Verwenden Sie hierzu fiir die theoretischen Aufgaben eine PDF-Datei (héchs-
tens 2 MB) und fiir die Programmier-Aufgaben eine py- oder ipynb-Datei.
Die theoretischen Aufgaben werden in den Ubungen ab dem 15.07.2025 be-
sprochen. Um Punkte fiir die Programmieraufgaben zu erhalten, miissen Sie
diese in den Programmieriibungen vorstellen.
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