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Aufgabe 18 (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass es sich bei folgendem Ausdruck um ein Skalarprodukt auf C([—1,1])
handelt und dass die Tschebyscheff-Polynome Ty, T3, ...T,, orthogonal beziiglich dieses
Skalarproduktes sind:

o) = [ == 1@t .

Aufgabe 19 (8 Punkte)

Aus Néherungen x,, 9,7, 1,2z, an eine Nullstelle x* einer Funktion f soll eine neue Na-
herung x,,1 ~ x* durch Interpolation der Funktionswerte fr = f (x),k=n—2,n—1,n
mit einem Polynom p(y) (d.h. in Abhéngigkeit von y ), p € Py, berechnet werden. Hierzu
werden die Rollen von Stiitzstellen und Funktionswerten vertauscht!

(a) Geben Sie das Polynom p € P, in an, dass die Daten (f,—2, ©n—2) , (fa—1, Tn-1) , (fn, Tn)

interpoliert, wobei die f; und die x; beide je streng monoton seien.

(b) Geben Sie, unter Verwendung dieses Polynoms, eine Formel zur Berechnung von
Tpy1 all.

(c) Berechnen Sie aus den folgenden Daten die erste Néherung an die Nullstelle der
Funktion f = sin(x).

flx) | =1/2 ] 1/2 | vV2/2
x | —mw/6|7w/6| 7/4

Aufgabe 20 (8 Punkte)

Esseien 0 <zg<z <...<z,<1, a; €R fiiri e {0,...,n} und
QU = aif(x)
i=0

eine Interpolationsquadraturformel, deren Stiirzstellen symmetrisch sind, d. h. es gelte
v;=1—mx,,; firie{0,...,n}.

Zeigen Sie, dass dann auch die Gewichte symmetrisch sind, d.h. es gilt a; = a,_; fir
ie€{0,...,n}.
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Aufgabe 21 (8 Punkte)
Gibt es eine Wahl von Gewichten a; € R, 0 <14 < 2, sodass

QUf) = aof (=3) +arf (=3) +a2f (1)

eine Interpolationsquadraturformel auf [—2, 2] bzw. auf [—32, 1] ist? Geben Sie diese Wahlen
gef. an. Bis zu welchem maximalen Grad eines Polynoms kann die Quadraturformel @) ein
beliebiges Polynom auf dem jeweiligen Intervall exakt integrieren?

Hinweis: Sie diirfen ein Computer-Algebra-System fiir die komplizierteren Rechnungen
verwenden.

Programmier-Aufgabe 6 (6 Punkte)

Seien f : [a,b] — R eine Funktion, X :a =xg <1 < ... <z, = b, n € N, eine Zerlegung
des Intervalls [a,b] und x = [z, ..., z,| ein array.

(a) Schreiben Sie eine Funktion SimpsonRegel(a,b,f), welche den mittels der Simp-

sonregel approximierten Wert von f; f(z) dz zuriickgibt, sowie die Fléche plottet,
welche das Integral approximiert.

(b) Schreiben Sie eine Funktion SimpsonInt (x,f), welche SimpsonRegel fiir jedes Teil-
intervall [z;, z;41], ¢ = 0, -+ ,n — 1 aufruft, um ff f(z)dz zu approximieren und um
die Fléache zu plotten, welche das Integral approximiert.

(c) Seien a = —1, b =27 und f(z) = cos(x — 1)* + sin(0.7z) + z.

Approximieren Sie mit SimpsonInt das Integral fab f(x)dx fiir &quidistante Zerle-
gungen mit n = 4,9, 14,19 und plotten Sie fiir jede Zerlegung die Funktion, sowie
die approximierende Flache in einen Plot.

Geben Sie auch den absoluten Fehler der Approximationen aus, indem Sie den ana-
lytischen Wert des Integrals von einer vorimplementierten Routine berechnen lassen.

Ihre Losungen konnen Sie iiber das ILTAS bis zum 22.05.2025 10 Uhr abgeben.
Verwenden Sie hierzu fiir die theoretischen Aufgaben eine PDF-Datei (h6chs-
tens 2 MB) und fiir die Programmier-Aufgaben eine py- oder ipynb-Datei.
Die theoretischen Aufgaben werden in den Ubungen ab dem 27.05.2025 be-
sprochen. Um Punkte fiir die Programmieraufgaben zu erhalten, miissen Sie
diese in den Programmieriibungen vorstellen.
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