VORLAUFIGE, TEILWEISE UBERARBEITETE VERSION (DIE NUMMERIERUNG
IST ERST TEILWEISE VON TEX AUF LATEX UMGESTELLT UND ENTSPRECHEND
NICHT GANZ KONSISTENT).

5 Konvexe Mengen, Trennungssitze

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen iiber konvexe Mengen und konvexe Funktionen
aufgefiihrt, die in den beiden folgenden Kapiteln zur Herleitung von Optimalitdtsbedingun-
gen benutzt werden.

Wir erinnern zunéchst an die Definition von “konvex” aus dem Kapitel zur linearen
Optimierung.

(5.1a) Definition: Eine Menge I C IR" heifit konver genau dann, wenn
Ve, zo € K, YA €[0,1]: Az + (1= Nz € K,

d.h. mit 1 und x2 liegt auch die ganze Strecke zwischen z; und 3 in K.
K € IR"™ heifit ein Kegel genau dann, wenn

Yeelk, YA>0: Ax e K

Darauf aufbauend benutzen wir noch folgende

(5.1b) Definition: Sei S C IR"™ eine beliebige Menge. Mit conv(S) bezeichnen wir die
kleinste konvexe Menge, die S enthélt,

conv(S) = ﬂ C.
ScCcCIR®, C ist konvex

Es gilt folgende Darstellung,

k k
conv(S) = {a;]ak EIN,IA,..., A >0mit Y N =1, Toy,...,25,€S:x= ZAixi}.
=1 =1

(Zum Beweis dieser Aussage iiberzeuge man sich, dafl die Menge auf der rechten Seite
konvex ist und dal jede konvexe Menge, die S enthilt auch die Konvexkombinationen
> Ajz; enthalten muf.)

Ist S endlich, d.h. § = {z1,... 2y} fiir ein m € IN, so ist conv(S) ein Polyeder.

Interessante Aussagen iiber konvexe Mengen und die konvexe Hiille findet man in Stoer
und Witzgall [5]. So ist die konvexe Hiille einer kompakten Menge stets kompakt, die kon-
vexe Hiille der abgeschlossenen Menge {(z,y) € IR? | z = 0} U {(0,1)} ist hingegen nicht
abgeschlossen. Weiter sagt der Satz von Carathéodory, dafl in obiger Definition kK = d + 1
ausreicht, wobei d < n die Dimension von conv(S) ist.

Wir beschrénken uns in diesem Kapitel auf die Beweise, die wir im Folgenden noch
benotigen. Trotz der Kiirze ist dieses Kapitel etwas trocken; viele Aussagen sind anschaulich
klar, und der Leser kann die Beweise dazu ohne weiteres iiberspringen.

(5.2) Definition: Sei a € R", a # 0, H := {z | a’x = a} eine affine Hyperebene, und
seien Hy := {z | a’z > a} und H_ := {x | a2 < o} Halbriume. Dann gilt folgende
Definition:
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e H trennt K1 und Ko: <= K1 C H; und Ko C H_ oder umgekehrt.

o H trennt Ky und Ky strikt: <= K1 C H} und Ko C H® oder umgekehrt, wobei H
das Innere von Hy bezeichne.

e H trennt K1 und Ko eigentlich: <= H trennt K; und Ky und es gibt z1 € 1 und
x9 € Ko mit alzy < alas oder umgekehrt.

Beispiel: Anschaulich besagt die strikte Trennung, dafl man zwischen i und Ky eine
Hyperebene (im IR? also eine Gerade) dazwischenschieben kann. Im Fall der nicht strikten
Trennung kann die Hyperebene K; oder Ky (oder beide) beriihren, darf die Mengen K;
und Ky aber nicht schneiden. Im IR? wihlen wir z.B. fiir K; die z-Achse und fiir Ko die
abgeschlossene obere Halbebene. Dann ist z.B. H = K9 selbst ein trennender Halbraum,
der Xy und Ko eigentlich trennt, obwohl in diesem Fall X ganz in o enthalten ist. Eine
strikte Trennung ist in diesem Fall offenbar nicht moglich.

(5.3) Satz: Sei £ C IR™ abgeschlossen und konvex. Falls 0 ¢ K dann kann 0 strikt von K
getrennt werden, d. h. Ja # 0; a > 0, so daf

alz>a>0 Vo € K.

Beweis: Im Fall K = ) ist nichts zu zeigen.
Wir setzen also voraus dafl 3z € K. Dann existiert

min {|[z]| [z € £} = min {|[z[| [ z € KN {z | [[2] < [|z[[} } > 0.

kompakt

Sei y der Minimalpunkt, also y € K und y # 0 (weil 0 ¢ K). (Als Ubung iiberlege man sich,
dass y eindeutig ist.) Fiir beliebige = € K setze:

e = dz+ 1= Nyll? = Mz—y)+1») A -y) +y)
€K fiir A€[0,1]
= Na-y@-y+2x"(@-y) +y"y

Dann ist ¢'(0) = 2y?(z —y) > 0, denn p(A\) > ¢(0) = ||y|? fir A € [0,1]. Also gilt
yTx > yTy, und somit trennt a 1=y, a := %yTy > 0 die Null strikt von K. g

Wir arbeiten nun auf eine “leichte” Verallgemeinerung dieses Satzes hin, namlich die
eigentliche Trennung zweier konvexer Mengen.

(5.4) Satz: Sei K C IR" konvex, 0 ¢ K. Dann kann 0 von K getrennt werden.

Beweis: Wir nehmen wieder an, da8 K # (. Fiir z € K sei A, := {y | ||yl = 1,37z > 0}.
Es ist A, kompakt und A, # 0.

Teilbehauptung: Fir x1, ... 2 € K ist Ay, N Az, N ... N Ay, # 0.
Beweis: P := conv(xy,...,x) ist ein (abgeschlossenes) Polyeder und es ist P C K. Wegen
0 ¢ P kann laut Satz (5.3) die 0 strikt von P getrennt werden, d.h. 3 # 0, ||g|l2 = 1:
972 > 0, Vo € P. Insbesondere ist §7z; > 0 fiir 1 < i < k. Aus der Definition von A, folgt
y € Ay, fiir alle ¢, d. h.

g€ Ay N...NA, #0.
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Damit ist die Teilbehauptung gezeigt. O

Sei S :={y | |ly||]2 = 1}. Wir definieren die offenen Mengen C, := IR" \ A;.

Behauptung: Es gibt ein y € S mit y ¢ U’CC’;E. Wir beweisen die Behauptung durch Wider-
re

spruch und nehmen dazu an daf§ § C UKC'x.
Te

Da S kompakt ist, folgt aus dem Satz von Heine Borel, da8 es eine endliche Uberdeckung
von § gibt, S C Oy, U... Uy, fiir gewisse x; € K. Also gibt es fiir jedes y € S ein ¢ mit
y € Cp,, dh. y & Ay, oder kurz ausgedriickt SN Az, N...NA;, = 0. Nach Definition von S
und A, ist aber A,, C S fiir jedes ¢ und somit folgt aus § € A;, N...NA;, NS der gesuchte

Widerspruch. O

Also gibt es ein y € S mit y & U’CCx; dh ye A, Ve e K, dh yTz >0 fir alle z € K.
Te

Damit ist Satz 5.4 gezeigt. O

Es ist eine leichte Aufgabe jetzt zu zeigen, dafl in Satz 5.4 die Null sogar eigentlich von
K getrennt werden kann sofern K # (). Dies ist die wesentliche Aussage, die in Kapitel 6
benotigt wird. Fiir die allgemeinen Optimalitdtsbedingungen in Kapitel 7 werden wir auch
das Konzept relativ innerer Punkte benutzen. Wir holen dazu an dieser Stelle bereits aus
und zeigen anschlieBend die eigentliche Trennung von 0 und K in Korollar (5.11) in einem
etwas allgemeineren Zusammenhang.

(5.5) Satz: Seien K, Ko C IR" konvex mit
ICl;é(Z);éng und KiNKq=0.

Dann gibt es eine Hyperebene H, die K; und Ky trennt.

Beweis: Setze K := K1 — Ko = {z1 —x2 | 21 € K1, 22 € Ka}.
Wie man leicht zeigt, ist I konvex. Auflerdem ist 0 & K, sonst gibe es 1 = 22 € K1 N Ko.
Somit existiert aufgrund von Satz (5.4) ein y mit 27y > 0, fiir alle x € K, d. h. (21 —22)Ty >
0, fiir alle 1 € K1 und fiir alle x5 € K. Mit o := m1enlcf 2Ty folgt

1

:cr{y >a > xgy Ve € Ko, x0 € Ko.

Man beachte, aus K1 # 0 # Ko folgt, dafl o endlich ist. O

Beispiel: Die konvexen und abgeschlossenen Mengen {(z,vy) | y > €} und {(z,y) | y <
0} in IR? konnen nicht strikt getrennt werden obwohl sie abgeschlossen sind und keine
gemeinsamen Punkte haben. Wenn aber Iy und Ky C IR™ abgeschlossen sind und &Cq
kompakt ist, dann ist ; —/Co abgeschlossen (Ubung). In diesem Falle ist die strikte Trennung
von K1 und Ky méglich falls 1 N Ky = () (denn dann kann 0 von Ky — Ko strikt getrennt
werden).

(5.6) Definition: Fiir £ C R" ist

n n
aff () :={z e R" | 3xg,...,zn € K, 3N, ..., \n € R: Z)‘i =1 und z= Z/\m}
i=0 i=0
die affine Hiille von K = kleinste affine Mannigfaltigkeit, die IC enthélt. Die Festlegung auf
n+1 Punkte xg, .. ., z, ist eine obere Schranke fiir die Anzahl der benétigten “Stiitzpunkte”
x;. Es konnen auch weniger Stiitzpunkte ausreichen (dann sind einige A\; = 0). Die Normie-
rung > A; = 1 ist folgendermaflen zu verstehen: Ein Punkt = € aff(K) hat die Darstellung
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x =z + ar(r1 — xo) + ... + an(xy — x0). “Man marschiert zu einem Punkt zp € K und
bewegt sich anschlieend frei in der linearen Mannigfaltigkeit, die von K — zg aufgespannt
wird, d.h. die «; € IR sind véllig beliebig.” Die Zahlen \; = ; flir i > 1und A\g =1 -3 oy
erfiillen offenbar die Bedingung > A\; = 1.

Ein Punkt z € K heiBt relativ innerer Punkt von K, in Zeichen z € K¢, falls es eine
e-Umgebung

Ue(z) ={z |z —z| <&}

gibt (¢ > 0), so daBl U.(x) Naff () C K gilt. = heiflt relativer Randpunkt von K <=

r € K\ K. (Man beachte, da der obere Index i in K fiir das Wort “Innere” steht und
nicht mit der i-ten Komponente x; eines Vektors x € IR" zu verwechseln ist.)

(5.7) Satz: Sei K # ), £ C IR", K konvex. Dann ist K’ # (.

Beweis: (Der Satz ist an sich anschaulich klar, soll aber hier trotzdem genau bewiesen
werden.)

Sei dim K := dim aff (K) =m > 0.

Dann gibt es affin unabhéngige Punkte zg,...,z, € K und jedes x € aff IC 148t sich ein-
deutig schreiben als x = Agzg + - - - + A@Tm, mit > A; = 1, d. h.

1.1 ”\'0 1
o ... T )\' A\
— m

=M

ist fiir alle z € aff K eindeutig nach A 16sbar. Die Matrix M € R"*+D*m+1) hat Rang m+1

und es gilt
Ao )
C =TT (3) .
Am
(Obige Gleichung wird ersichtlich, wenn man sie von links mit der reguléren Matrix M7 M
multipliziert.)
Behauptung: T := mLH S € KU (% ist der Schwerpunkt der x;.)

Beweis: Sei ¥ € aff IC mit ||7—2||oo < € fiir ein positives ¢ < 1/((m+1) lubso (MT M)t MT)).
Dann ist

m m 3o
=0 1=0 S\n T
Aus )
1 1 Ao '
— =| : :(MTM)—1MT(x>
m ) .
folgt somit
Ao . 1 1 1 1
bl —— | | < ubeo((MT M) MT) () _ ()H - |
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Also ist Ao, ..., Am > 0, d. h. 7 ist Konvexkombination der z; € K und somit ist 7 € K. O
(5.8) Lemma (“Accessibility Lemma”)
a) Sei K C IR™ konvex, 3§ € K, x € K, dann gilt
g ={=(1-Nz+Xg |[0<A<1}C K
b) K' und K sind konvex und es gilt K¢ = K C aff K sowie (K)* = K. (Wir bezeichnen
mit K = {y | Iz, € K, limy_o, 7% = y} den Abschlu von K.)

Beweis:

a) Fiir A = 0 ist nichts zu zeigen. Sei z := (1 — M)z + Ay mit 0 < A < 1 und sei € > 0 so,
daB U.(x) N aff(K) C K.
Sei weiter & := £(1—\)e und Z € Uz(2)N aff(K). Es geniigt dann zu zeigen daB Z € K.
Wegen ¢ € K ist U, () N K # 0 fiir jedes v > 0 und daher gibt es ein y € Uz(y) N K.
Es ist nach Definition von z

z=1-Nz+ = 1-Ng+z—g=1-Ner=19y+

—(-p) =2

In obiger Darstellung von z ersetzen wir nun % und z durch y und 2z und erhalten einen

Punkt = + ¢ mit kleinem ||d|| (weil die Punkte y und g bzw. z und Z nahe beieinander
liegen):

Wegen z € aff € und y € aff K ist

1 1 _ _ 1
1_A(z—y)+(y—y)+]L_A

caff i z 0

(F-—z-(y—-9)=z+0
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b)

1
mit 3] < &+ -2 <e.

Nach Definition von ¢ ist y + 2 (2 — y) € K.

Aus der Konvexitit von K und aus 2 = Ay + (1 — \) (y +5(E- y)) folgt ze K. O

folgt mit #hnlichen Uberlegungen unter Benutzung von Teil a) O

(5.9) Satz: Sei K C IR" konvex. Dann gilt x € K! <= Fiir jedes y € aff K existiert ein
e>0sodaB x +e(y—z) € K.

Beweis:

[44 2
—

13 2
P —

Sei z € K, dann gibt es ein £ > 0 so da8 Uz(z) Naff K C K. Sei y € aff . Ohne
Einschrénkung sei y # x. Fiir € := &/||y — || ist dann

rxte(ly—x) € Us(x)Nnaff L C K.
—_———

caff

Wihle y € K!. (So ein y existiert nach Satz (5.7)). Nach Voraussetzung existiert ein
e>0,sodaB & := 2 —e(y — x) € K. Die Definition von Z 148t sich auch als

A

€
T = T+ —
I+e I+e

Y,

schreiben, woraus folgt, dafl # im Inneren der Verbindungsstrecke zwischen z € X und
y € K¢ liegt. Nach dem Accessibility Lemma 5.8 liegt = somit in .

O

(5.10) Satz: Seien Ky, Ko C IR"™ konvex und nicht leer. Dann gilt: Es existiert eine Hyper-
ebene H = {x | a2z = a}, a # 0, die K; und K2 eigentlich trennt (d.h. H trennt K; und
Ko und K1 UKs ¢ H), genau dann, wenn K¢ N i = ().

Beweisskizze:

14 2
—

H trenne K; und /Cy eigentlich, d.h. 3a # 0 und o € IR: a’z; > o > a’zy fiir alle
x1 € K1, 2 € Ko und es gibt 1 € K1 und Zo € Ko mit atzy > al'zy.

T

Behauptung: Fir alle 1 € IC% und x9 € lCé gilt aTzy > aTzy (daraus folgt dann

KN s = 0).

Annahme: Das gilt nicht, d.h. 327 € K} und x5 € K mit a’2; = a’zy. Aus Satz
(5.9) folgt: 3¢ > 0: 1 = o1 —6(.@1 —1‘1) € 1 und 9 = 29 —E(.fz —33‘2) € ICy. Dann ist
al (21 — Z9) = —ea® (21 — T2) < 0. Also a’'#1 < a’Z5 im Widerspruch zur Trennung
von K1 und Ky durch H. O

Wir zeigen zuniichst: Fiir konvexe Mengen ) # K1, Ko C IR™ gilt allgemein
K4+ Ky = (Kq + o).
Beweis:
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“C”  Sei x € IC% + IC%. Setze * = x1 + 9 mit x; € IC;€ fir k =1, 2. Sei y €
aff(IC1 + KCg) C aff(Ky) + aff(K2) beliebig, y = y1 + y2 mit yx, € aff(Ky). Dann
existiert aufgrund von Satz (5.9) ein € > 0, so dal zy + e(yr — zx) € Ky fiir
k=1,2. Also z £ e(y — x) € K1 + K2 und somit folgt wiederum aus Satz (5.9)
dafl = € (ICl + ICQ)Z

“277
(K1 +K2)' C (K1 + Ko)' = (KT +K5)" € (KT +KE) = (K{ +K3)' € K+ K4
wegen K = Ki, A+ B ¢ A+ B fiir A,B ¢ R" und (K)* = K' (Accessibility
Lemma). O

Sei nun K% N KCh = (). Wir zeigen, daf es eine eigentlich trennende Hyperebne H gibt.
Nach Voraussetzung ist 0 & Ki — Ki = (K3 — K2)®. Wir betrachten zunichst den
Fall, daf} aff (ICl — ]CQ) = IR" ist. Dann ist d1m(/C1 — ’Cz) =nund 0 ¢ (lCl — ,CQ)Z =
(K1 —K2)°, wobei A° das Innere einer Menge A bezeichne. (K1 —K2)® ist eine konvexe
Menge. Wegen Satz (5.4) gibt es ein a # 0, so daB a” (z1 —x2) > 0 fiir alle 71 € K; und
o € Ks. Fiir die inneren Punkte von K1 — Ko ist diese Ungleichung sogar strikt. Also
gibt es 7y € Ky: a® (21 — Z2) > 0. Mit o = inf,, i, a’ 71 definiert {x | a’z = a} eine
Hyperebene H, die K1, Ko eigentlich trennt. Falls dim(/C; — o) = m < n, so 148t sich
wie eben gezeigt K1 — Kq innerhalb von aff(C; — Kg) durch eine Hyperebene H,, von
0 eigentlich trennen. Setzt man H,, orthogonal zu aff(C; — KC2) zu einer Hyperebene
im IR"™ fort, so folgt die Behauptung. O

(5.11) Korollar:
1) Sei K konvex und 0 ¢ K. Dann kann 0 eigentlich von K getrennt werden.
2) Fiir nichtleere konvexe Mengen K1, Ko C IR" gilt: Ki + Kb = (K1 + K2)*.
3) Falls A eine m x n-Matrix ist und K C IR™ konvex ist, gilt A(K?) = (AK)".

Beweis zu 1). Folgt direkt aus Satz (5.10), wegen {0} = {0}.

Beweis zu 2). Siehe oben.

Beweis zu 3). AK = {z = Az | z € K} ist konvex. Sei Z € A(K?), d.h. Z = Ak mit k € K.
Sei y € aff(AK) = Aaff(K), d.h. y = Ak mit k € aff(K). Aufgrund von Satz (5.9) existiert
ein e > 0 mit k+e(k—k) € K. Also ist auch & +e(y — %) = A(k+e(k —k)) in AK. Wegen
Satz (5.9) reicht dies aus, um zu folgern, ¥ € (AK)®. Sei nun umgekehrt 7 € (AK)*. Wire
7 ¢ A(KY), so konnte & von A(K?) nach (5.10) durch eine Hyperebene H eigentlich getrennt
werden, a’7 < o (Ak) fiir alle k € K? und aT% < a”'(Ak) fiir ein k € K. Wegen Lemma
(5.8) trennt H auch & von AK eigentlich. Dies ist aber ein Widerspruch zu Satz (5.10), denn
{2} N (AK) = {Z} # 0. O

(5.12) Definition: Sei A C IR" beliebig, dann heifit
AP = {y e R" | yTx <0 fiir alle = € A}

polare Kegelmenge zu A.
(5.13) Satz: Seien A, A;, Ay C IR" beliebig. Dann gilt

1) AP ist ein abgeschlossener konvexer Kegel.
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2) A1CA2:>A{)DA§.

3) APP =(C(A), wobei C(A) der kleinste konvexe Kegel ist, der A enthilt.
APP = A «= A ist ein abgeschlossener konvexer Kegel.
4) Es gilt (C(A))F = AL,
5) Ist A ein linearer Teilraum von IR", so ist A = A+ = {y ¢ R" |yT2 =0 Vzec A}

Beweis:

1) AP =N,eal{y | yTz < 0} ist als Schnitt abgeschlossener Halbriume selbst abgeschlos-
sen. Die Konvexitat und die Kegeleigenschaft lassen sich an der obigen Definition leicht
verifizieren.

2) Trivial.

3) “C(A) c APP": Seix € A = yTo <0Vy € A = =z € (AP)P d.h. A C AP,
AuBerdem ist APP ein abgeschlossener konvexer Kegel. Aus A C APP folgt somit
C(A) C APP,

“APP c C(A)”: Wire dies falsch, dann gibe es ein g € A”P mit 29 ¢ C(A). Nach

Trennungssatz (5.3) existiert dann ein y # 0 mit y?xg > 0 > y'z Vo € C(4) D A.
= y € AP, Wegen zq € (AF)?, folgt y" 2o < 0 im Widerspruch zu y z¢ > 0.

Die zweite Behauptung aus 3) folgt aus der ersten.
4) (C(A))P = (APPYP = (APYPP = AP da AP abgeschlossen und konvex ist.
5) Sei A ein linearer Teilraum. Dann ist mit x € A auch —x € A und

AP ={y|yTz=0 Ve A} =AL

(5.14) Definition:
a) f:IR" - IRU{+oo} heifit konvexe Funktion falls

1) dom f :={z € R" | f(z) < oo} # 0. Der eigentliche Definitionsbereich von f ist
nicht leer.

2) fAz+(1—=Ny) < Af(z)+ (1 —X)f(y) fir alle 0 < A < 1 und fiir alle z,y € IR™.

b) g : IR" — RU{—o0} heiit konkav falls —g ist konvex ist. Mit dom g bezeichnen wir
dann {z € R" | g(x) > —oc0} # 0.

c) f heiit streng konvex falls f konvex ist und f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — \) f(y)
VrZyund 0 < A < 1.
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Bemerkung: Es gibt auch Definitionen (siehe z.B. Rockafellar [4]), die konvexe Funktionen
als Funktionen nach IR U {—o00, oo} zulassen. Eine konvexe Funktion, die an einem Punkt
den Wert —oo annimmt nimmt aber notwendigerweise fast iiberall nur Werte aus {—o00, oo}
an und ist fiir uns daher uninteressant. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden schlieflen
wir solche Funktionen im Folgenden aus.

(5.15) Satz: Sei f : IR" — IR U {00} konvex und C := dom f. Sei C° das Innere von C,
dann ist f(x) fiir alle z € C° stetig.

Beweis: Falls C° = () ist nicht zu zeigen. Sei 2o € C° und dim C' = n.

Fiir n+1 Punkte yo , ..., yn € C, die affin unabhéngig sind, d. h. {y; — Yo }ieq1,....n) sind
linear unabhéngig, setzen wir Q :={z = Y1 g A\ivi | > A\i = 1,\; > 0}.

@ ist ein Simplex, der in C enthalten ist (da C' konvex ist). AuBerdem ist Q° # 0.
Seien die y; nun so gewahlt, dafl z¢p = %H Yooy € Q° Fiir alle z = >> Ny € Q ist
flz) = fF(OioNivi) < Do Nif(yi) < Jnax fly;) = M. Also ist f auf @ beschriankt. Sei

Stsn
e > 0 so dafl Us(zg) C Q gilt. Fiir Az € IR™ mit ||Az|| < e gilt dann wegen zp + cAx =
o(xo+ Az) + (1 — o)z fiir 0 < o <1 die Ungleichung

flzo+0Azx) < of(xo+ Azx)+ (1 —0)f(xo).
Daraus folgt
f(zo +0Az) = f(zo) < o(f(20 + Az) — f(20)) < o(M — f(20)).

Wegen g = 1_%(950 — Azx) + H%(ﬂfo + oAz) ist auch f(xg) < 1_%]"(3:0 — Azx) + 1J%O,f(a:o +
oAx).
Multipliziert man dies mit 1 + o, so folgt

f(wo + oAx) — f(x0) = o(f(x0) — f(xo — Ax)) = o(f(0) — M).
Also: |f(zo + oAx) — f(zo)| < o(M — f(z0)) und somit ist f in xo stetig. O

Bemerkung: Satz (5.15) besagt auch daf§ die Einschrinkung f ’C von f auf C in C" ste-
tig ist. Der Satz gilt nicht in unendlichdimensionalen Rdumen, dort kénnen sogar lineare
Abbildungen (die selbstversténdlich konvex sind) unstetig sein.

6 Konvexe Ungleichungssysteme und der Satz von Kuhn &
Tucker fiir konvexe Optimierungsprobleme

In diesem Kapitel werden Bedingungen hergeleitet, die es erlauben, anhand der Daten eines
konvexen Optimierungsproblems abzulesen, ob ein gegebener Punkt optimal ist oder nicht.
Diese Frage ist bei Funktionen von mehreren Unbekannten—und bei gegebenen Nebenbe-
dingungen an die Unbekannten—in der Tat nicht leicht zu beantworten. Die Antwort aus
diesem Kapitel ist die Grundlage fiir viele numerische Verfahren zur Bestimmung einer Op-
timallésung und ist fiir das Versténdnis dieser Verfahren sehr wichtig. Es “lohnt sich” daher,
die Optimalitdtsbedingungen genau zu beleuchten. Salopp ausgedriickt, die Bedeutung der
Optimalitdtsbedingungen &ndert sich nicht, wohingegen die praktische Bedeutung der ein-
zelnen Optimierungsverfahren doch gewissen Modeschwankungen unterliegt; die Vorziige
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der einzelnen Verfahren hingen nicht zuletzt auch sehr von der Struktur des jeweiligen
Problems und der benutzten Computerarchitektur ab.

FEine differenzierbare konvexe Funktion f hat auf IR genau dann ein Minimum bei Z
wenn Df(z) = 0 gilt. (Wir iiberlassen den Nachweis dieser Aussage als einfache Ubung.)
Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, eine Verallgemeinerung dieser Bedingung fiir den
Fall konvexer Nebenbedingungen zu finden. Wir beginnen mit einem einfachen Hilfsresultat.

(6.1) Satz: Seien f;; i = 1, ..., m konvexe Funktionen auf R", C' C IR" konvex mit
0 #CNNZydom f;. Dann gilt:
fi(z)
Die Ungleichung F(z) := : < 0 mit z € C ist unlosbar

— F2cR™ 2>0,2#0, 20 F(z) =37, zifi(z) >0 fiir alle z € C.

Beweis:

“«<=" Klar, denn die zweite Bedingung impliziert, daf} fiir jedes x € C mindestens ein &
existiert mit f;(x) > 0.

“—=" Die Menge A := {v € R™ | 3z € C: v > F(x)} ist konvex. Weiter ist A C IR,
A # 0 und 0 € A. Nach Satz (5.4) kann {0} von A getrennt werden, d.h. 3z € R™,
z # 0, so daB zTv > 270 = 0 Vv € A. Da mit v € A auch v + \e; € A fiir alle A > 0
(e; bezeichnet den i-ten Einheitsvektor) folgt z > 0. (Wére ein z; < 0 so erhielte man
fiir grofle A einen Widerspruch.)

Insgesamt folgt z > 0, 27 F(x) > 0, Va € C. O

Die Bedingungen an den Vektor z aus Satz 6.1 sollen im Folgenden etwas verschérft und
auf das Problem (6.2) angewandt werden.
Problem (6.2):

Il’lelglf(ﬂf) mit S:={zeC| fi(x) <0 1<i<p, fi(z)=0 j=p+1,...,m}

Fiir f(z) schreiben wir im Folgenden auch fo(z) := f(z) und treffen stets die folgende
Voraussetzung

(V): Es sei C C IR" konvex, C' C dom f; fiir 0 < i < m, f; konvex fiir 0 < ¢ < p und f;
affin fir p+1 < j <m.

Desweiteren setzen wir

Fo = ()i A= i |, R -

(6.3) Satz: Voraussetzung:
1) Es gelte Voraussetzung (V).
2) Setze S :={x € C| fi(x) <0,i=1,...,p, fi(x) =0, =p+1,...,m} (S ist
konvex). Fiir S gelte
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a) 3z e SNC-
b) Fiir alle nichtaffinen Funktionen f;(z), (i < p) gilt: 32* € S: f;(x;) < 0.

3) Es gibt kein x € S mit f(x) <0, (d.h. inf,cs f(z) > 0).
Dann gilt

(6.3.a) IyeR™:y; >0 fir i=1,...,p, und f(z)+y F(z)>0 firale zeC.

Bemerkung: 2.b) ist dquivalent zu 3z € S: f: fi(z) < 0 fiir alle ¢ = 1, ..., p, fiir die f;
nichtaffin ist.

Beweis: Seien f1, ..., f; nichtaffine konvexe Funktionen und fi41 ..., f, affin. Wegen

2.b) gibt es fiir 1 <i <1 jeein 2° € S mit fi(z*) <0 und fj(2%) <0 fiir j #4, j = 1,

.., p, sowie f;(z') =0 fir j =p+1,..., m. Setze & = 7(z' + 22+ +2!). Dann ist

Fil#) = FilG 4wt a) S T )b S <0
<0 <0 <0

Beweis von Satz (6.3): Um die Fallunterscheidungen zu vereinfachen, setzen wir voraus:
3z eS: fiz)<0 fir {1 <i<p},

d.h. fi() < 0 auch fiir die affinen f; mit i € {1,...,p}.

(Die affinen Ungleichungen, die fiir alle x € S mit Gleichheit erfiillt sind, kann man als
Gleichungen behandeln. Aus Satz 6.2 148t sich dann jedoch nicht ablesen, dal eine Wahl
von y mit y; > 0 auch fiir alle affinen ¢ € {1,...,p} moglich ist. Weiter ist dann die Menge
der y € IR™, die (6.3 a) erfiillen konvex, und die Annahme, daf keines der y die Bedingung
y; > 0 fiir i < p erfiillt 1a8t sich mit Trennungssatz (5.10) auf einen Widerspruch fiihren.
Wir verzichten hier auf die Details.)

Wie im Beweis der vorangegangenen Bemerkung kénnen wir durch eine Konvexkombination
von Z aus Bedingung 2.a) und & (von oben) sogar annehmen, daf

JzesSncC':  fi(z) <0 fiir {1<i<p}.

Der Beweis teilt sich in zwei Schritte auf:

1) 3z = (20, -+, 2m)" € R™N\ {0} mit z; > 0 fiir 0 <4 < pund 7z fi(2) > 0 fiir
alle z € C.

T
2) Esist zp > 0 und mit y := (Z—l .. z—m) ist die Behauptung des Satzes gezeigt.

20" ’ 20

Zu 1) Sei (in leichter Abwandlung zum Beweis von Satz (6.1))
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o
A={v=| | eR™"! Jr e C:vy> folz), v; > fi(r) fir 1 <i<p

Um

und v; = fj(z) firp+1<j<m

A ist konvex (trivial), A # (), und wegen Voraussetzung 3) ist 0 ¢ A. Also kann 0 laut
Korollar (5.11), 1) von A eigentlich getrennt werden, d.h. 3z # 0 mit 27v > 0 ( = 270)
Vo € A und 270 > 0 fiir ein ¥ € A.

Aus der Definition von A folgt wieder z; > 0 fiir 1 < i < p. Auflerdem ist zof(z) +
Y zifi(xr) > 0Vr € C. (Wihle v = v, = ({ﬁ(x)Jrs) € A fiir ¢ > 0 und bilde den Grenzwert

(z)
e — 0.) Damit ist Teil 1) gezeigt.

Zu 2) Falls 29 = 0 so wihle z = & und v = (fo(&) + 1, f1(2), ..., f,(2),0,...,0)T. Wegen

v e Aist zTv > 0. Weiter ist wegen 20 =0, 21 > 0,...,2, > 0und f1(2) <0, ..., f,(2) <0
(Definition von & !) notwendigerweise z; = ... = 2z, = 0. Also ist aufgrund der Definition
von A

Zpt1fpr1(@) + -+ 2 fm(z) >0 Vo e C. (67)

Aus der eigentlichen Trennung folgt sogar 37 € C: 2,11 fp+1(Z) + - - + 2m fm (&) > 0. Fiir
kleine £ > 0 ist wegen & € C* auch & + (7 — ) € C, und weil f; affin ist, ist

fi(@ —e(@—12)) = f;(2) —e(f;(2) — f;(2)) = —ef;(z)  firj>p+1

=0

also ist

Zp1 o1 (@ — (@ — &)+ + 2 fn (@ — (& — 2)) = —e(2ps1 fpr1(Z) + -+ 2 f(T)) <O

im Widerspruch zu (67). O
Die Bedingung 2.a) und 2.b) heif}t

(6.4) Constraint qualification von Slater

und besagt 3z' € C*NS:  f;(z) < 0 fiir alle nichtaffinen f; mit i € 1,...,p (Verbot einer
gewissen Form von Entartung bei den nichtaffinen Nebenbedingungen). Wir erldutern kurz
die Voraussetzung 2 des Satzes (6.3).

Beispiel zur Bedeutung der Voraussetzung 3b) in Satz (6.3): Sei

1) C := IR konvex, f(z) := z und fi(z) := 2% konvex, d.h. (n = m = p = 1). Dann ist
C C dom f;, und

2) S:={xeC]| fi(x) <0} = {0} erfiillt

a) 37 € SN CY, aber
b) Az' € S mit fi(z') < 0. Die Aussage
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3) Az € S mit f(z) < 0 ist wieder richtig, und auch die Folgerung 3z € R™": 2oz +
z122 > 0 Vo € IR gilt, wie das Beispiel (z9,21) = (0,1) zeigt. Aber zy # 0 ist nicht
moglich, egal wie grofl z; gewéhlt ist.

Beispiel zur Bedeutung der Voraussetzung 2 a) in Satz (6.3): Sei

f(@) ::{—\/E fiir 2 > 0

00 sonst

und fi(z) =z sowie C:={z € R |2z >0}, S={z e C| fi(x) <0} ={0}. Jetzt ist die
Bedingung 3a) verletzt: C* NS = (). Wir priifen die Existenz von y; > 0 mit

f(x) +yifi(z) >0 Vo e C,

d.h. —\/x +y12 > 0 Vo > 0. Es existiert kein solches y;, denn: Wéhle zu y; > 0 die Zahl

x = ﬁ, dann ist —/z + y12 = —ﬁ+ﬁ < 0.
Diskussion: Der 1. Teil des Beweises von Satz (6.3) besagt 3z € R™: 2, ..., 2, > 0,
z # 0 mit
m
() = Zzlfl(:v) >0 Vo e C. (68)
i=0

Fiir den Spezialfall da8 die Voraussetzungen 1) bis 3) in Satz (6.3) durch die Bedingungen
C = R" und 3z* € § mit minges f(z) = f(z*) sowie f(2*) = 0 ergénzt werden, und alle
fi in o* differenzierbar sind so folgt aus (68): Es gibt ein z € R™™! mit zq, 21, ..., 2, > 0
und und fiir z = z* gilt

Z;‘ZO szfZ(x) =0
fi(x)zi =0, fi(zx) <0 fir 0<i<p (69)
fil@)=0 fir p+1<j<m

auch ohne constraint qualification (Bed. 2.a), 2.b)). Dabei folgt die erste Zeile von (69) weil
¢(z) eine konvexe Funktion ist mit ¢(x*) < 0 (wegen z; > 0 fiir 0 < ¢ < p und f;(z*) <0
fir 0 < i < p sowie fj(z*) = 0 fiir j > p+ 1). Da auBerdem ¢(z) > 0 fiir alle z € IR"
gilt nimmt ¢ bei x* sein Minimum an, d.h. der Gradient von ¢ bei x = x* ist Null. Dies
ist genau die erste Zeile von (69). Die zweite Zeile folgt aus z; > 0, fi(z) <0 fir z € S
und 1 < ¢ < p. Ware namlich eines der Produkte von Null verschieden, so miifite es strikt
negativ sein, und dann wére ¢(z*) < 0 ein Widerspruch. Die dritte Zeile schlieBlich folgt
wieder wegen x € S.

Der Nutzen von obigem Resultat ist durch die Forderung f(z*) = 0 stark eingeschrénkt.
Ist f(z*) = 0, so kénnte man versuchen das System (69) zu losen um eine Optimalldsung
von minges f(z) zu bestimmen. Da fiir A > 0 mit z auch Az eine Losung dieses Systems ist,
kann man zusétzlich z. B. }F_ z; = 1 verlangen.

Dieser Zugang behandelt fo und f; fiir 1 <14 < p vollig ,,gleichberechtigt“. In der Regel
ist aber fo(z*) nicht bekannt. Obige Idee ist dann nicht anwendbar und fp und f; fiir i > 1
sind daher in ihrer Rolle verschieden.

Die Bedingungen 2.a) und 2.b) erlauben nun ohne Kenntnis von f(z*) zunéchst zu
dem dquivalenten Problem iiberzugehen, bei welchem die Funktion f*(z) zu minimieren ist,
wobei f*(z) := f(z) — f(2*) gar nicht bekannt zu sein braucht! Die beiden Gleichungen
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z0f*(x) = 0und Y-F_ z; = 1 lassen sich némlich durch eine Gleichung zy = 1 ersetzen. (Die
Summe Y-?_ 2; ist bei Festlegung von zp = 1 in der Regel grofer als 1; sie hiingt z. B. von
den f; ab). Das so entstandene System hat die Form

Vi) + 2% 2V fi(z) =0
filz)zi =0, fi(z) <0 fir 1<i<p, (70)
filz) =0 fir p+1<j<m

d.h. es liegt ein nichtlineares Vorzeichen-beschrinktes Gleichungssystem mit n + m Unbe-
kannten und ebensovielen Gleichungen vor. Beachte, da Vf(z) = Vf*(x) und da der
unbekannte Wert f(z*) in (70) garnicht eingeht! Falls Problem (6.2) die Slaterbedingung
erfiillt, ist die Losung von (70) dquivalent! zur Losung des Problems (6.2). Eine Varian-
te des Newtonverfahrens zur Losung des Systems (70) ist die Grundlage der sogenannten
“primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren” aus Kapitel 8.

Ubung: Aus Satz (6.3) 18t sich Farka’s Lemma
“ATz < 0= T2 <0) <= (Fu>0:c = Au)”

herleiten.

(6.5) Definition:

L:CxD—MR, D:={yeR" |y, >0firl <i<p}
L(z,y) := f(x) + Y _vifi(z) = f(z) +y" F(x)
=1

heifit Lagrangefunktion von (6.2). Der Punkt (Z,y) € C x D heiit Sattelpunkt von L auf
C x D falls

Satz (6.3) &8t sich mit dieser Definition schreiben als

(6.6) Satz von (Karusch), Kuhn & Tucker
Sei (V) fiir Problem (6.2) erfiillt, dann gilt:

1) Falls (z,y) Sattelpunkt der Langrangefunktion auf C' x D ist, dann ist  optimal fiir
(6.2) und ngl(i‘) =0firl1<i:<m,d.h

L(z,y) = (7).

2) Falls z Optimallosung von (6.2) ist und die Constraint Qualification (6.4) gilt, gibt es
ein y € D, so daB (z,y) Sattelpunkt von L ist.

Beweis:

!Streng genommen haben wir nur gezeigt, dal es zu einer Losung x von Problem (6.2) einen Vektor z
geben muf, der zusammen mit z das System (70) 16st sofern die Slaterbedingung erfiillt ist. Die Umkehrung
folgt mit Argumenten &hnlich wie im nachfolgenden Satz (6.6).
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1)

Sei (z,y) ein Sattelpunkt von L auf C' x D. Dann ist

L(z,9) > L(z,y) = f(z) +Zy1fl + Z yi fi(@ Vy e D
=1 Jj=p+1
= fi(2)<0 =f;(%)=0

denn die linke Seite ist beschriankt und die y; > 0 bzw. y; € IR konnen beliebig gew&hlt
werden. Also ist T € S.

Falls f;(z)y; # 0 fiir ein i € {1,...,p}, so muB f;(z) < 0 und y; > 0 sein. Wir setzen
dann

.= 0 fiir di .
Y ir dieses 1 } . L(:E,y) S L(:E,gj)

und y; = ¥; sonst

im Widerspruch zur Definition des Sattelpunktes, also y;fi(Z) =0Vi=1, ..., m.
Fiir beliebige x € S ist

f('f):L( )<L(xy +Zfz yz + Z f] fz )
=0 3 =y
d.h. f(z) ist das Minimum von (6.2).

Falls z fiir (6.2) optimal ist und die Slater-Bedingung erfiillt ist, ist Satz (6.3) mit
f(x) := f(z) — f(z) anwendbar, d.h. 3y € D mit

f@)+ 7 F(x)>0 VYezeC
beziehungsweise
L(z.y) = f(x) +§" F(z) > f(z) VeeC.

Fiir z = 7 folgt y7 F(z) > 0. Wegen f;(z) = 0 fiir j > p+1 ist daher >b_, 5:fi(Z) > 0,
und wegen ¢; > 0, fi(z) < 0 gilt g7 F(z) = 0. Zusammenfassend erhilt man

L(z,y) > L(z,y) = f(z) > f(Z +Z yz fz +Zy]f] ' Y)
0 go ptl g
fiir alle (z,y) € C x D, also ist (Z,y) ein Kuhn-Tucker-Punkt. 0

Satz 6.6 zeigt den Satz von Kuhn und Tucker in einer sehr allgemeinen Form. Von

6.1

praktischer Bedeutung ist in erster Linie die Formulierung (70), deren erste Zeile sich auch
mithilfe der Lagrangefunktion mittels V,L(z, z) = 0 schén kompakt ausdriicken 14t.

Dualitat bei konischen konvexen Programmen

In Anlehnung an das Buch [3] schildern wir hier noch eine weitere sehr elegante Moglich-
keit, fiir konvexe Probleme, welche die Slaterbedingung erfiillen, ein duales Problem zu
formulieren.

Die Grundidee beruht auf der Beobachtung, daf} sich ein konvexes Problem stets in

einer konischen Standardform schreiben 1483t. Dazu erinnern wir zunéichst an die Definition
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des polaren Kegels aus Kapitel 5. Eine eng verwandte, gebriduchliche Definition ist die des
dualen Kegels. Sei K C IR" ein Kegel, dann ist

KP = kP ={y e R" | y"z > 0 fiir alle € K} (71)

der duale Kegel zu K. Man iiberzeugt sich leicht, daf§ (IR?)? = R", d.h. der R" ist
selbstdual.

Das Konzept des dualen (oder polaren) Kegels ist dabei nicht an die spezielle Struktur
des zugrunde liegenden Raumes gebunden, es geniigt ein Raum mit einem Skalarprodukt.
Bezeichnet man z.B. mit 8™ den Raum der symmetrischen n x n-Matrizen, so kann man

fir X, Z € 8™ das Skalarprodukt

n n

(X,Z)=Spur(X"2) =>"> Xi;Z;;
i=1j=1

definieren. (Die obige Definition gilt auch fiir nichtsymmetrische Matrizen X und Z; fur
symmetrisches X kann man oben natiirlich kiirzer Spur(XZ) an Stelle von Spur(X7?2)
schreiben.) Dieses Skalarprodukt definiert die Frobeniusnorm,

X[ = (X, X) = > X2,
1,5

In 8™ ist die Menge der symmetrischen positiv semidefiniten Matrizen 87 durch
St ={Xe8"|h'Xh >0 fiir alle h € R"}

gegeben. Man iiberzeugt sich leicht, dafl S? ein konvexer Kegel ist. Der Satz von Fejer
(siehe z.B. [2]) besagt: Eine symmetrische Matrix Z is positiv semidefinit genau dann, wenn
(X,Z) > 0 fiir alle positiv semidefiniten Matrizen X gilt. Anders ausgedriickt heifit das,
daf auch S selbstdual ist,

(SHP ={ZeS8"|(X,Z) >0 firalle X € S}}=38". (72)

In (72) haben wir das Skalarprodukt y”z aus (71) durch die Schreibweise (y, z) bzw. (X, Z)
ersetzt, das Produkt X7 Z ist hier ja eine Matrix. Wir méchten diese Schreibweise ( . , . )
des Skalarproduktes fiir den Rest dieses Kapitels beibehalten.

Wir zeigen nun, wie ein konvexes Programm (6.2)

rmnel‘rglf(:c) mit S:={zeC|filr) <0 1<i<p, fi(x)=0 j=p+1,...,m}
in eine konische Standardform umgewandelt werden kann. Zunéchst kénnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf f(z) = ¢’z linear ist. (Dies kann man stets
erreichen, indem man z.B. eine neue Variable z,; einfithrt und die zusétzliche Nebenbe-
dingung f(z) < 41 fordert und dann z,; minimiert. Letzteres ist natiirlich eine lineare
Funktion des erweiterten Vektors (z,z,+1) von Unbekannten.) Im folgenden sei wieder
r € R"dh §CR"

Wir “heben” die Menge S in einen konvexen Kegel im JR"*! und definieren

~

K:={(z,2p41) € R"™ | 2,41 >0,

x €S}
Tn+1
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OffensichtlicAh ist K ein Kegel. WeiterA kann man leicht nachrechnen, wenn S konvex ist,
dann auch K. Man beachte aber, da§ U {0} im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, selbst
wenn S abgeschlossen sein sollte. (Als Beispiel halte man sich

n=1 S={zre€R|x>0} und KU{0} = {(z,22) € R* |z >0, zo >0} U{(0,0)}

vor Augen.) Wir definieren K als den Abschluss K = K von K.
Da § abgeschlossen ist gilt nun

re€S<=7T:=(r,xpr1) E Lund 2,41 =1

und die Bedingung z,4+1 = 1 ist natiirlich linear. Somit kann fiir abgeschlossene konvexe
Mengen & das Problem
min{(c,z) | z € S}

in ein konisches konvexes Problem der Form
(P) min{(¢,z) | € K, &€ L+b}

umgewandelt werden, wobei K ein abgeschlossener konvexer Kegel und £ ein linearer Teil-
raum ist und b irgendein Vektor, der die linearen Gleichungen (z.B. z,41 = 1) erfiillt.
Das duale Problem ist hier vollig symmetrisch durch

(D) min{(b,3) | 5 € KP, 5ect+&

gegeben. Dabei haben wir mit £+ den Senkrechtraum zu £ bezeichnet, £+ = {3 | (%, 3) =
0 V & € L}. Es gilt nun folgender Dualitéitssatz

Satz 6.1 Sofern die Slaterbedingung “Ii € KINL+b”  erillt ist, und (P) eine Op-
timallosung T* besitzt, so besitzt auch (D) eine Optimallosung §* und die Optimalwerte
erfillen

(& &%) + (b,5%) = (b, &). (73)

Der Beweis folgt am Ende dieses Abschnitts. Die Dualitidtsbeziehung (73) ist von daher
sehr ansprechend, dass hier das primale und das duale Problem vollig symmetrisch auf-
treten. Die Formulierung ist allerdings in gewisser Hinsicht “abstrakt”; typischerweise ist
ein Optimierungsproblem in der Form 6.2 gegeben, und bei der Umformung in die Form
(P) sind die Nebenbedingungen f;(z) < 0 beispielsweise durch f;(z/zp41) < 0 zu ersetzen,
was etwas komplizierter aussieht. Trotzdem wurden mit dieser Formulierung bereits sehr
effiziente Programme entwickelt, die konvexe Probleme der Form (6.2) 16sen, siche z.B. [1].

6.2 Semidefinite Programme

Eine weiteres Beispiel wo die Dualitétsbeziehung (73) in natiirlicher Weise auftritt sind die
sogenannten semidefinite Programme: In einer Reihe von Anwendungen treten—wie wir
spéter noch sehen werden—Optimierungsprobleme auf, bei denen eine unbekannte symme-
trische Matrix X so zu bestimmen ist, dass X positiv semidefinit ist und gegebene lineare
Gleichungen erfiillt. Konkret sieht ein lineares semidefinites Programm wie folgt aus:

(SDP) minimiere (C, X) | A(X) =b, X = 0.
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Dabei ist A eine lineare Abbildung von S&™ nach IR™ und X > 0 bedeutet dass X im
Kegel X € 87 liegt. Mann kann sich die Abbildung A wie folgt vorstellen: Gegeben seien
m symmetrische Matrizen A®) (1 <i < m). Dann ist

(AW, X)
AX) = : (74)
<A(m),X>

eine lineare Abbildung von §™ nach IR™. Wir wollen (73) nun auf das Problem (SDP)
anwenden. Dazu definieren wir die lineare Abbildung A* durch die Beziehung

(y, A(X)) = (A*(y), X) fiir alle X, y. (75)

(Falls X ein n-Vektor ist, d.h. X € IR"™ und y ein m-Vektor, y € IR™, dann gilt fiir die
Matrizen A und A*, die die Abbildungen A und A* beschreiben stets A* = AT, Allgemein
heifit A* die adjungierte Abbildung. Im Fall (74) ist z.B.

Af(y) = AWy + .. 4+ Ay,

Falls X eine Matrix ist kann man A zwar auch ‘irgendwie’ in Tableauform d.h. als Matrix
A darstellen und A* als die transponierte Matrix; diese Darstellung ist aber zeimlich tech-
nisch. Es ist an dieser Stelle wirklich von Vorteil hier etwas abstrakter mit den linearen
Abbildungen A und A* anstelle der Matrizen A und A7 zu arbeiten.)

Sei weiter B eine symmetrische Matrix mit A(B) = b und £ = {X | A(X) = 0}.
(Da hier nicht B > 0 gefordert ist, ist es—mittels Gauflelimination—einfach ein solches B
zu bestimmen sofern es existiert. Wenn es kein solches B gibt, so hat (SDP) auch keine
Losung.) Es ist dann

L+ B={X|AX)=10b}

und

L={S|85=A"y), yec R™}.
(Fiir S € £+ und X € £ gilt dann offenbar

(5, X) = (A%(y), X) = (y, A(X)) = 0
wie gefordert.) Setzen wir die Definition von £ + B und
LYr+C={S|S=A"y)+C, ye R™}

in das Paar (P) und (D) ein, so erhalten wir unter Ausnutzung von (S7)P = 8% als duales
Programm von (SDP):

(DSDP) minimiere (B, S) | S = A*(y) + C, S = 0.

Sofern die Slaterbedingung fiir (SDP) erfiillt ist, d.h. hier also, dass eine Matrix X > 0
mit A(X) = b existiert, so folgt fiir die Optimalwerte X*, S* von (SDP) und (DSDP) die
Beziehung

(C,X*)+(B,S") = (B,C)
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(sofern X* existiert). Wegen
(B,S) = (B,A*(y) + C) = (B, A*(y)) + (B,C) = (A(B),y) + (B,C) = b"y + (B, C)
kann man als duales Programm von (SDP) auch das Problem
minimiere b7y | S = A*(y) +C, S =0 (76)

definieren. Man beachte, dass sich fiir (76) der additive Term (B,C) in der Dualitétsbe-
ziehung (73) wegkiirzt, d.h. der Optimalwert von (76) stimmt genau mit dem von (SDP)
iiberein. Wir formen dieses Resultat noch etwas um und fassen es als Satz zusammen:

Satz 6.2 Sofern es ein X = 0 mit A(X) = b gibt gilt
min {(C,X) | A(X)=b, X =0} = max {dTy|A*(y)+S=C, S >0}

mit der tblichen Konvention dass das Maximum einer Funktion iber der leeren Menge —oo
15t.

Wenn die Matrix X eine Diagonalmatrix ist, d.h. wenn die linearen Gleichungen A(X) =b
nur fiir Diagonalmatrizen X erfiillbar sind, dann kann man (SDP) als eine komplizierte Art
auffassen um ein lineares Programm zu formulieruen. Der Dualitéitssatz stimmt dann mit
dem der linearen Programmierung iiberein (man iiberlege kurz dass das wirklich so ist!); al-
lerdings gilt die hier hergeleitete Dualitédt nur unter der Voraussetzung der Slaterbedingung.
Wir werden spéter noch auf dieses Paar dualer Programme zuriickkommen.

6.3 Beweis von Satz 6.1

Wir zeigen nun die Dualitétsbeziehung (73). Der Beweis lidsst sich mittels Satz 6.6 fithren:
Sei z* optimal fiir (P) und sei A € IR™*" eine lineare Abbildung mit

L={#|Az=0}  baw. L+b={z|A@F-b)=0}.
Damit hat (P) die Form (6.2) mit f(z) = %, C = K, p = 0 (keine Ungleichungen) und
F(&) = (f1(@),... fm(2))" = A(@ ).
Die Lagrangefunktion (6.5) fiir (P) ist
L: R"xR™ — R: L(&7§) = (&%) + (§, A(Z —b)).

Teil 2) des Satzes 6.6 besagt: 37* € IR™ so dass (Z*,§*) Sattelpunkt von L auf K x IR™ ist,
d.h.
L(z*,9) < L(z*,y") < L(Z,7") V(z,9) € K x R™.

Setzt man die Lagrangefunktion ein, so besagt die zweite Ungleichung dass
(&) + (77 AE =) < (@ 3) + (7 AE-b) VEek

d.h.
0> (6,8 — &)+ (J, A(F* — 7)) = (¢ + A*j*, 7 — %) Viek.
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Setzen wir §* := ¢ + A*y* so besagt die letzte Ungleichung
(32— 3" >0 Viek. (77)
Nun ist mit & € K auch Az € K fiir alle A > 0 (weil K ein Kegel ist). Aus (77) folgt dann
(3%,%) >0 Viek,
d.h. 3 € KP. Wihlt man Z = 0 in (77), so folgt weiter (5*,3*) < 0. Wegen §* € K muss
daher (5%, 7*) = 0 gelten. Wegen
(A'g,z) = (7", AT) = (7", 0)

fiir alle Z € £ ist auerdem A*§* € £+ und 5 € L+ +¢. Also ist 5* zulissig fiir das Problem

min{(3,2*) | 5§ € KP n £t +¢é}. (78)

Wegen z* € K und (§,z*) > 0 fiir alle § GNICD ist 5% sogar optimal fiir (78).
Man beachte nun, dass wegen 7* — b € L folgt Az* = Ab und daher ist fiir jedes
§e Lt +¢ dh. fiir jedes § = A*j+ ¢
(3,5%) = (A" + &,3%) = (A, &%) + (&, 3%)
= (5, AT") + (&,8") = (5, Ab) + (&,0) + (¢,&" —b)
= (A*G,b) + (&,b) + (6,7 — b) = (A*G + &,b) + (&,5* — b) = (3,b) + (¢, 7" — b).

Vergleichen wir den ersten und den letzten Term in obiger Kette von Gleichungen, dann
sehen wir dass §* nicht nur fiir (78) sondern auch fiir (D) optimal ist (der additive Term
(¢,%* — b) hiingt gar nicht von der Wahl von § ab). Setzen wir § = 5 in obiger Kette ein,
so folgt

0= (5%, &%) = (§*,b) + (¢, 7" — b).

Formulieren wir diese letzte Gleichung um, so erhalten wir

(5%,b) + (¢, &) = (&,b),

was zU zeigen war. #

7  Optimalitatsbedingungen fiir allgemeine Optimierungs-
probleme

Sei SCIR", S #0, f:S — IR. Wir betrachten das Problem, eine Lésung von
min{f(z) | x € S}

zu finden.

Definition 7.1: & € S heifit globales (bzw. lokales) Minimum von f auf S (oder globale
(bzw. lokale) Optimallisung), falls f(z) < f(x) fiir alle z € S (bzw. fiir alle z € S N Us(7)
mit einem § > 0.)
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Satz 7.2: Sei § C IR" konvex, f:S — IR konvex und Z € § ein lokales Minimum von f auf
S. Dann ist £ auch globales Minimum von f auf S. Falls f streng konvex ist, dann ist &
eindeutig.

Beweis: Ubung.

Definition 7.3: Fir S CIR" und z € S heif3t

T(S,z):={se€R" | FI{m}tm, Hem}tm: Am >0, 2 €S,
Jim @, = 2, lim A (T, — T) = s}

Tangentialkegel von S in Z.

Anschaulich heifit das folgendes: Wenn es eine Punktfolge ™ in S gibt, die sich Z beliebig
nahe annéhert, dann ist die Richtung s := lim,,_. ”ij%gn aus der ™ sich auf & zubewegt

(und alle positiven Vielfachen davon) in T'(S,z). (Falls limy, M nicht existiert, so

liegen alle konvergenten Teilfolgen von ﬁ in T'(S,7).)
Satz 7.4: T'(S, ) ist ein abgeschlossener Kegel.

Beweis:

Kegeleigenschaft: Falls s € T'(S, ), so ist As € T'(S, z) fiir alle A > 0 (Siehe Definition!).
Abgeschlossenheit: Sei s, € T(S,Z) mit s, — § (n — 00). Dann ist 0.B.d.A. ||s, — 5| < L
fiir alle n (bilde notigenfalls eine Teilfolge!). Da s, € T'(S, ), gibt es fiir jedes n eine Folge
(An,;j)j und eine Folge (zy;); C S mit imj o0 Ty j = T, imj_oo A j(Tn,j — ) = sp und
An,j = 0. Wir wihlen nun j(n) so groB, daf fiir j > j(n) der Abstand ||z, ; —Z|| < 1 ist und
auch || A j(zn; — &) — syl < L, also [|5 — i) (T gy — T)|| < 2 (Dreiecksungleichung)
und ||z, jn) — 7| < 1. Somit beweisen die Folgen (Anjtn))n nd (2 jn))n, daB 5 € T(S, 7).

Satz 7.5: Sei Z ein lokales Minimum von f auf S. Sei f € C(z), d.h. f(z) = f(z) +
Df(z)(x —Z) + o(|]|]z — z||) fir alle x € dom(f). Dann gilt: D f(z)s > 0 fiir alle s € T'(S, 7).

Beweis: Sei s € T(S,z), s = limy,—,00 \p(zy, — ) mit x,, € S, limy, 00 x,, = T. Weil Z
lokales Minimum ist folgt f(z) < f(x) fiir x € Us(Z) N'S mit einem 6 > 0. Fiir gentigend
groe n ist auch ||z, — Z|| < 4, also f(z) < f(z) + Df(z)(xn — Z) + ||zn — Z|| - 0(1), d. h.
0 < Df(Z) - An(zn — ) + \p||zr, — Z|| - 0(1). Mit n — oo folgt 0 < D f(Z)s.

7.6 Korollar: Falls z € S°, so ist T'(S,z) = R" und falls £ € S° lokales Minimum ist, so
ist Df(z) =0.

Betrachte nun
(P): min{f(z) | fi(z) <0, 1<i<p, fj(x)=0, p+1<j<m}

Dies ist dquivalent zu

min{ f(z) | F(x) € =K}
mit F(z) = (f1(2),..., fm(z))" und
K={ueR"|u; >0, 1<i<p, u;j=0, p+1<j<m}
Offenbar ist IC ein abgeschlossener konvexer Kegel.

Sei K ein beliebiger abgeschlossener konvexer Kegel. Definiere
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u<g 0<=uec —K,
u > 0= uek.
(Fir C={x € R" |z >0} ist ,, < “ das iibliche ,,<*.)
7.7 Bemerkung:

u <0

< u .
USKO}:>)\u+/w_;CO fir alle A, pu >0

In Verallgemeinerung zu (P’) (und zur Vereinfachung der Notation) gelte nun die Voraus-
setzung

(V) C CIR" abgeschlossen, konvex, # ()
K C IR™ abgeschlossener, konvexer Kegel, # ()
F: R" — R™, f:R" — IR, f,FecCY{R").

Wir betrachten
(P) min{f(z) |z € C, F(z) <x 0} = min{f(x) |z € S}

mit S:={z € C | F(x) <k 0} (d.h. F(z)+ k =0 fiir ein k € K).
Sei T eine lokale Optimallosung von (P). Betrachte das zu (P) assoziierte linearisierte Pro-
blem (Pr):

(Pr): min{f(z) + Df(z)(x — z) | F(z) + DF(z)(zx — %) <x 0, =z € C}
bzw. fiir den Spezialfall (P’):

(Pp):  min{f(Z)+Df(@)(z—z) | fi(Z)+Dfi(z)(x—-7)<0, 1<i<p,
fi(@)+ Dfj(@)(x —2) =0, p+1<j<m}

Sei S = {x € C | F(z) + DF(z)(x — ) <k 0} die zuléssige Menge des linearisierten
Problems (Pr) und

L(S,z): = {seR"|3IN>0, JxreC: s=ANz—1z), F(z)+ DF(z)(x — ) <k 0}
= {seR"|3IA>0, IxeS:s= ANz —2)} (7.8)

der linearisierte Kegel von § in Z. Dann ist

L(S,z) = |J A(SL — &) € T(SL, 2).
A>0

“Der Tangentialkegel der linearisierten Menge enthélt den linearisierten Kegel.”

Beweis: Sei s € L(S,z). Dann ist s = A(z — Z) mit x € C und F(Z) + DF (z)(x — Z) <k 0,
und einem A > 0. Es ist FI(Z) <x 0, € C, da Z zuléssig fiir (P) ist. Setze z,, := fo+ =1z

n
n
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Da C konvex ist, ist ,, € C. Dann ist s = nA(z, — Z) und lim,, . z, = Z. AuBerdem ist
T, € Sp, denn

F(z)+ DF(Z)(xy — T) = % (F(z) + DF (z)(z — T)) +n -1 @ <k 0.
<k 0 <k O
Also ist s € T(Sr, T). 0

Falls K kein polyedrischer Kegel ist, kann L(S,z) # T(Sr, z) vorkommen. (Man priife dies
am Beispiel K = {z € R?: /2 + 23 < z3} und F(x) = (1,2, —1) nach.)

Spezialfall: (P}):
L(S,z)={seR"| Dfi(x)s<0 firalle i€ I(x),
Dfj(z)s=0 fiiralle j>p+1}
mit I(z) ={i € {1,...,p} | fi(z) = 0} (alle in = ,jaktiven* Ungleichungen).

Relation zwischen 7'(S,z) und L(S, Z):

Falls L(S,z) C T(S, Z), dann gilt fiir alle s € L(S, Z) die Ungleichung D f(z)s > 0, sofern &
ein lokales Minimum von (P) ist, d. h. Z ist dann auch lokales Minimum von (Pr,). Da (Pr)
konvex ist, ist Z globales Minimum von (Pp). Diese Beobachtung ist fiir L(S,z) € T(S, )
jedoch leider nicht richtig:

Beispiel:

0
Hier ist L(S,7) = {(}}) | 2 = 0} und T(S,7) = {(}) | 2 = 0 und 1 > 0}.

Sz{(ii) € R? |z >0, xggx‘i’}, a?z(o).

Wir versuchen daher, eine Bedingung zu identifizieren, die L(S,z) C T'(S, ) impliziert.

Definition (7.10): Regularititsbedingung von Robinson. (P) bzw. S heifit regulir
inzeS:<=0¢c (F(x)+DF()(C—-2)+K)° d.h.0ist im Inneren von F(Z)+ DF(z)(C —
z)+ K.

Die Regularitéitsbedingung ist hier sehr abstrakt formuliert und wird im Anschluf} an Satz
7.13 noch erlautert werden. Wir stellen zunéchst zwei zentrale Sétze vor.

Satz (7.11): Seien (V) und (7.10) erfiillt. Dann ist L(S,z) C T'(S,Z), und insbesondere
ist  globales Minimum von (Py,), falls z lokales Minimum von (P) ist.

Der Beweis von Satz 7.11 folgt am Ende des Kapitels.
(7.12) Satz von Kuhn und Tucker fiir (P):

Voraussetzungen: Es gelte (V'), d.h. C sei abgeschlossen und konvex, K sei ein abgeschlos-
sener und konvexer Kegel, f, F € C*(IR"™). Weiter sei Z lokales Optimum von (P), und (P)
sei in Z regulér. Dann gibt es ein ¥ € IR™ mit

a) g€ K ={ycR™ | y"z >0 Vx € K}, dem polaren Kegel von K
b) y' F(z) = 0 (complementary slackness)
¢) D.L(z,9)(xz — ) = [Df(z) + y* DF(%)](x —z) >0 VreC.
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Jedes y mit a)—c) heifit Kuhn-Tucker-Vektor oder Lagrangemultiplikator.

Beweis: [vgl. Beweis von Satz (6.3)]
Nach Satz 7.11 folgt aus der Regularitétsbedingung dafl z globales Minimum von (Pf) ist.
Setze

A::{(?)eIRmHHmEC, Ik € K: vo > Df(7)(z — 7)
v=F(z)+ DF(z)(x - 7) + k}

(d.-h.v > F(z)+ DF(z)(x — Z).)
Es folgt: A ist konvex und 0 ¢ A
Also kann 0 eigentlich von A getrennt werden, d.h.
I(20, 27)T € R™ V(vg,vT)T € A: zuo+2Tv >0 (i)
(00, 07)T € A: 2000+2T0 >0 (ii).

Wegen (i) und da vp in A nach oben unbeschrénkt ist, folgt zo > 0. Wegen (7) und nach
Definition von A ist z € —KF. (Ersetze v durch @ + Mk, betrachte A\ — 400 = 2Tk > 0).
Falls zo # 0, setze y = 2 € —KF. Dann ist Df(z)(x — 2) + y* (F(z) + DF(z)(x — 2)) > 0
fiir alle x € C. Daraus folgt (c).

Fiir # = 7 folgt 4’ F'(Z) > 0. Andererseits: g’ F'(Z) < 0 (da F(z) € —K), also §” F(z) = 0.
Daraus folgt (b).

Falls zp = 0 so ist z # 0 und dann folgt zv > 0 fiir allev € M := F(Z)+DF(z)(C—Z)+K.
Mit (ii): 279 > 0 (mit © € M) folgt ein Widerspruch denn (7.10) besagt 0 € M°, d.h.
35 € M: 275 < 0. Daraus folgt die Behauptung.

Spezialfall: Satz von Kuhn-Tucker fiir (P’):

SeiC=R", K={yecR™ |y1,...,Yp > 0,ypt1 = ... = y;m = 0}, und es gelte:
1) f,F € CHR")
2) T sei eine lokale Optimallésung von (P').
3) (P’) sei regulir in
Dann gibt es ein § € IR™ mit
a) g; >0fir1<i<p
1. b) gfi(z) =0 fiir 1 <i < m (complementary slackness)
2. ¢) D,L(z,y) = Df(z) + y* DF(z) =0

Die Regularitétsbedingung (7.10) ist auch mit aff(C) und aff(K') durch Gleichungssysteme
beschreibbar. Sei hierzu

aff (C)
aff (K)

{reR" |Gz =g}, GeRM" rang(G)=k=n—dimaff(C)
{reR™|Hx =0}, HeR>*™ rang(H)=1=m — dimaff(K).

(Beachte, aff(K) ist ein linearer Raum, d.h. 0 € aff(K).)

Satz (7.13): (P) ist in Z reguldr genau dann, wenn
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1) rang(HDg(x)> =k+1

2) Jz1 € C: F(z) + DF(z)(z; — %) € —K!

Beweis:

“==": Sei (P) in 7 regulér.

1) Annahme: (HDg(x)
(0,0): s"H DF(z) +tTG = 0. Nun ist s" H # 0, da sonst s = 0 wére (denn H
hat vollen Zeilenrang) und dann aus t7'G = 0, also ¢ = 0 (weil G ebenfalls vollen
Zeilenrang hat), ein Widerspruch zu (s,t) # (0,0) folgen wiirde. Also gilt:

) habe nicht maximalen Rang. Dann gibt es ein Paar (s,t) #

—F(z)ek, HK=0
sTH(F(z) + DF(z)(C — Z) + K) = TGS%TCH DI;(@)(C —7)
= —z

Wegen (7.10) gibt es eine Kugel B mit 0 € B C M := F(z)+ DF(z)(C —z) + K.
Die vorangegangene Uberlegung besagt daher s” Hu = 0 fiir alle v € B und
damit auch fiir alle v € IR™. Also ist s” H = 0, was den gewiinschten Widerspruch
liefert.

2) Wegen (7.10) ist 0 € M° C M* = F(z) + DF(z)(C* — z) + K'. (Beweis von
(5.10))
Anders ausgedriickt: 31 € C* mit 0 € F(Z)+ DF(z)(z1 —7)+K?, was zu zeigen
war.

“<=": Es mogen (1) und (2) gelten. Aus (2) folgt 0 € M’ Wire M° # M, so wire
dimaff(M) < m, und es gibe ein v € IR™, v # 0 mit v M = 0. Also insbeson-
dere v F(Z) = 0 und

a) vI DF(z)(C —z) = 0 = v DF(z)(z — ) = 0 fiir alle z € aff(C).
b) vI'K =0 = vTk = 0 fiir alle k € aff(K).

Aus (a) folgt: Falls G& = 0 (d.h. z = &+ € aff(C)) so ist v DF (%)% = 0. Also wird
vT DF (%) von den Zeilen von G aufgespannt, d.h. 3t € R*: o7 DF(z) = t"G.

Aus (b) folgt: Falls Hk = 0, so ist v7k = 0. Also 3s € RL: v = sTH. Wegen v # 0
ist s # 0 und somit s” H DF(z) = vT DF(z) = t"G. Also ist

(s, () =0

und daraus folgt wegen (1), da (s,—t) = (0,0) und somit der gesuchte Widerspruch.
O
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Spezialfall (P’): Sei
zeS:={zecR"| fi(x) <0, i=1,...,p, fi(x)=0, j=p+1,...,m}.

S ist in Z reguldr genau dann, wenn die Gradienten D fp1(Z),..., Dfn(Z) linear un-
abhéngig sind und es ein s € IR" gibt mit D f;(z)s = 0 fiir p+1 < j < m, und Df;(Z)s < 0,
fiir die aktiven Indices i € I C {1,...,p} (d.h. die Indices ¢ < p mit f;(Z) = 0). Hinreichend
hierfiir ist, da die Df;(z) fir i € IU{p+1,...,m} linear unabhéngig sind.

Zur Begriindung untersuchen wir die Frage: Wann gilt 0 € (F(z)+ DF (z)(R" —z) +K)°
mit F = (f1,..., fm)? und

K={ueR™|u; >0, i=1,...,p, u;j=0, j=p+1,...,m}7

Hier ist C = IR" (G= leere Abbildung), aff(K) = {u € R™ | Hu = 0} mit

0O --- 0 1

H = |: : 3
0O --- 0 1
T T 1 T
1 p p+l m

1) Esist rang(H DF(z)) = | = m — p genau dann, wenn die Gradienten der Gleichungs-
bedingungen D fp1(Z), ..., Dfn(Z) linear unabhéngig sind.

2) Die zweite Bedingung aus Satz 7.13 besagt: Es existiert ein 1 € R™(= C?) mit
F (%) + DF(z)(z1 — 7) € —K"

Dies ist genau dann der Fall wenn es ein s € IR" gibt mit Df;(Z)s =0 fir p+1 < j <
m, und D f;(Z)s < 0 fiir ¢ € I. Um die hinreichende Bedingung zu sehen, ignorieren
wir die inaktiven Ungleichungen und nehmen 0.B.d.A. an, dal I = {1,...,p}. Wir
unterteilen DF () = (My, Ms) wobei M; nach Voraussetzung so gewihlt werden kann,
dafl M; quadratisch und nichtsingulér ist. Wiahle u mit uy <0, ufpi1,. m) = 0, dann

liefert sq := Mflu, s9:=0, 5 := (s1,52)7 die gewiinschten Beziehungen.

Beispiel:
Sei f(x) = x1 + x2 und

F(z) = <x2_f2x§») <0 2= (p):

Die Menge S ist dann das Gebiet oberhalb der x1-Achse und unterhalb der Kurve x5 = a::f
Dann ist Z Minimum von f auf & = {z | F(z) < 0} und

T(S,7) = (RY U {0}) x {0} = {(2) \ 120, 73 =0},
Esist Vf(z) = (1,1)T und
DF(z) = (_?‘;’x? _i) .
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Dabher ist

F(Z) + DF(z)(2 — &) < 0 (8 _11) (2) <.

Fiir L(S, z) ergibt sich somit L(S,z) = IR x {0}. Offenbar gilt nicht ,Df(Z)s > 0 fiir alle
s € L(S,z)“, d.h. Z ist nicht die Optimallésung des linearisierten Problems. (Dies ist weil
die zuldssige Menge im Optimalpunkt nicht regulér ist.)

Mit der zusétzlichen Restriktion 1 > 0 erreicht man L(S,z) = T(S, ). In diesem Falle ist
Df(z)s > 0fiir alle s € L(S,z). Nunist s € L(S, z) genau dann wenn s = A(z—2Z) = Az mit
A > 0 und DF(Z)x < 0. Mit dem Lemma von Farkas: (ATy <0 = by < 0) <= (Jw > 0:
b = Aw) folgt die Existenz eines Multiplikators y > 0 mit Df(z) +y’ DF(z) = 0, d.h. die
Aussage aus Satz 7.12 gilt “ausnahmsweise” , obwohl die zuléssige Menge im Optimalpunkt
immer noch nicht regulér ist im Sinne von Robinson.

Die Bedingung 7.11 bzw. 7.13 verlangt mehr als die Slaterbedingung. Naiv ausgedriickt ist
7.11 fiir eine grofere Problemklasse definiert als Slaterbedingung. Um auch in der gréfleren
Problemklasse alle “pathologischen Fille” auszuschliefien ist eine schirfere Bedingung notig.

Hilfssatz (7.14): Sei (P) in Z regulir im Sinne von (7.10), d.h. insbesondere 3z! € C':
F(z) + DF(z)(z' — 2) € —K'. Dann gilt fiir jedes solche ! und s := 2! — z:

1) Es gibt ein € > 0 und eine auf [0;¢] differenzierbare Funktion z:[0;¢] — IR"™ mit
z(0) =z und ©(0) = s, so daB fiir alle t € [0;¢] gilt:

x(t) € aff(C), F(z(t)) € aff(K)

2) Je1 € (0;¢] Vt € [0;e1]: z(t) € C, F(x(t)) <k 0, (d.h. z(t) ist zuldssige Losung von
(P)). In Worten gefaBt ist z(t) eine Kurve mit z(0) = z, die fiir kleine ¢ > 0 im
zuléissigen Bereich verlduft und (lokal) in Richtung s von & weglauft.

Beweis: Sei
H DF(z) )

Alz) = ( y
wie in (7.13), d. h. aff(C) = {z € R" | Gz = g}, aff (K) = N(H). Regularitit = A(Z) hat
vollen Zeilenrang (Satz (7.13)). Stetigkeit = A(x) hat vollen Zeilenrang fiir ||z — Z| < &
mit einem festen & > 0. Setze P(x) := A(z)T (A(z)A(z)T) ' A(z) fiir ||z — z|| < &. (Falls
z € N(A(x)) im Nullraum von A(z) liegt, so ist offenbar P(x)z = 0, und falls z € R(AT(z))
im Bild von AT (x) liegt, so folgt P(x)z = z (Projektionseigenschaft).)

Es ist
HDF(:c)s) —0

A(z)s = < s
denn wegen z! € C* C aff(C) ist
Gs=Gz' —2)=g—g=0

und ‘
DF(z)s € —F(z) — K' C —K — K C aff(K),
d.h. H DF(z)s = 0.

Betrachte folgendes AWP: & = (I — P(x))s; x(0) = Z. Die Abbildung z — (I — P(x))s ist
eine stetige Vektorfunktion fiir ||z — Z|| < £ = (Satz von Peano): Es gibt ein € > 0 und
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eine Funktion z(¢) mit 2(0) = & und @(¢t) = (I — P(x(t)))s fir t € [0;¢]. Da A(z)s = 0 ist,
folgt ©(0) = (I — P(z))s = s. Es ist

(") -(G)={"0" < wor

Die linke Seite gilt fiir ¢t = 0. Wegen

PrOJel;gﬁ);fselgen—
(HEEON) _ (HDFEODY i) — aeio (1 - ) "= 0

ist die linke Seite fiir ¢ € [0;¢] ebenfalls erfiillt, d. h. es gilt (1).

Da C konvex ist, 2(0) = z € C, z(0) + #(0) = & + s = a! € O, ist (t) € C fiir kleine
t > 0 (Ubungsaufgabe — wegen Teil (1) geniigt es, den Fall 2! € C° zu untersuchen).
Ebenso ist F(z) = F(z(0)) € =K,

d

F(a(0)) + 2 F(a(t)| _ = F(2)+ DF(@) - s € —K'

-

d.h. die Tangente an die Kurve F(x(t)) € IR™ zeigt in t = 0 in —K?, und wie oben folgt
aus der Konvexitét von I, dafl F'(z(t)) € —K fiir kleine ¢ > 0. Dies zeigt (2).

Beweis von Satz (7.11): Sei
so € L(S,z)={seR"|IN>0 FxeC: s=ANx—2), F(x)+ DF(z)(x—z) <x 0}.

Wir zeigen sg € T(S,z) und nehmen 0.B.d.A. an, dafl sy = z¢9 — T mit g € C und
F(z) 4+ DF (z)(zo — @) <k 0. (Sonst zeige, daB } - so € T(S,Z).)
Regularitat : Es gibt 21 € C’i mit F(z) + DF(z)(z1 — z) € —K°. Setze s1:=x1 —Z und
Wy, - uso + 81 %xo + kxl — 2. Wegen zg € C, z1 € C gilt —acg + kml e C" fiir
k € IN nach Lemma (5.8). AuBerdem ist F (%) + DF(%)w, € —K'. Nach Hilfssatz (7.14) gibt
es fiir jedes k ein € > 0 und eine Kurve xj := [0; 6] — IR", so dafl xy(t) zuléssig fiir (P)
ist fiir ¢ € [0;e4] und 2,(0) = Z und #(0) = wy. Also ist fiir jedes feste k € IN der Punkt
wy = limy_0, t50 = ze ()2 ) € T'(S, z) nach Definition des Tangentialkegels (bilde Folge (¢;) eN
mit lim; o t; = 0). Da T(S,z) abgeschlossen ist und limg_,o wy = o, folgt sg € T'(S, T).
Dies zeigt L(S,z) C T(S, 7).

Bemerkung: Im Fall (P’) ist

C=R", K={ueR"|u;>0, 1<i<p, u;=0, p+1<j<m}

Lemma (7.15): Falls fiir (P’) die Voraussetzung (V) gilt, so ist T'(S,z) C L(S, 7).
Beweis: Ubung.

Korollar (7.16): Falls fiir (P’) die Voraussetzung (V') und (7.10) gilt, so ist T(S,z) =
L(S,z).
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8 Optimalitidtsbedingungen 2. Ordnung

Betrachte (P’):

Zusétzlich zu den Optimalitéitsbedingungen aus Kapitel 7 suchen wir notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir ein Minimum, falls alle Funktionen zweimal stetig differenzierbar
sind.

Beispiel:

Falls p = m = 0 ist, so ist fiir ein lokales Minimum von f in Z notwendig: D f(z) = 0 und
D?f(x) > 0 (positiv semidefinit).

Hinreichend ist: Df(z) =0 und D?f(x) > 0 (positiv definit).

Fir f:IR — R, f(z) =2", n > 2 ist z.B.:

2 firn=2

0 fiirn>3

Dabei hat f fiir gerades n ein lokales Minimum bei x = 0 und fiir ungerades n nicht.Die
Liicke zwischen notwendiger und hinreichender Bedingung zweiter Ordnung (d.h. einer Be-

dingung, die nur auf den ersten beiden Ableitungen beruht) 1a8t sich also selbst in diesem
einfachen Fall nicht ganz schlieflen.

Df(0) =0, und DQf(O):{

Ziel dieses Kapitels ist die Verallgemeinerung dieser Bedingungen auf Probleme der Form
(P
Hilfssatz (8.1):
Sei p € C%2(IR"™), p:IR" — IR, S C IR" beliebig, € S und V(z) = 0. Dann gilt:
1) Falls # ein lokales Minimum von ¢ auf S ist, so ist s D%p(z)s > 0 fiir alle s €
(T'(S,2)).
2) Falls s” D%2p(Z)s > 0 fiir alle s € T(S, %), dann ist Z ein striktes lokales Minimum von
@ auf S, und es gibt ein € > 0 und ein ¢ > 0, so dafl
p(x) > () +€- o — 2|5
fiir alle z € S mit ||z — Z||2 < 0.
Beweis:
1) Seis € T(S,z), d. h. s = limg_oo(zr — T) mit A\ > 0, 2 € S und limg_, o, xx = Z. Es
folgt mit der Taylorentwicklung aus der Voraussetzung Dy (z) = 0 fiir grofe k:
0 < @(ar) — (&) = 5z — 2)" D*p(Z)(xx — 7) + of||zx — Z[|*),
also auch
0 < $M(zk — 2) D2p(2) A (21, — ) + AL - ol |2k — Z?).

Wegen

i oz = 7)o
Ao xk—xQ: Me(xp — T 2-77—>0
2ol = #%) = el = BIP-A

—S
folgt fiir £ — oo:
0< %STDQQD(E)S.
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2) Annahme: Die Behauptung sei falsch. Zu gegebenem e > 0 gibt es also kein § > 0 mit
p(zr) 2 () + el|lzy, — 2%,

sofern nur ||z, — Z|| < 6. Anders ausgedriickt gibt es also eine Folge, z. B. g = 1, und
zu jedem ey, stets ein zj, € S mit ||z — Z[|2 < 1 =: 0 und p(2x) < ©(T) + 7 ||z — Z[|3.
Insbesondere ist x # Z fiir alle k (sonst wire ¢(zy) = () + ||z — Z||3). Die Folge

(w=sm)
N

ist beschrénkt und hat somit einen Hiufungspunkt s, d. h. es gibt eine Teilfolge (k;);

mit _
. T — T
lim ——— ==s.
S
Wihle )
)\i = > 0.
|k, — 2|2

Dann ist lim; .o Ai(zg, —Z) = s und xy, € S. Also ist s € T(S, 7). Es folgt
_ 1 2
o(7) + o, — 73> o)

= (@) + Dp() (wy, — &) + §(ax, — )" D*p(@)(ax, — ) + o(||lzx, — Z[3).

Subtrahiert man ¢(Z) von beiden Seiten, so erhélt man nach Multiplikaktion mit )‘%i

1
o Ollz, = 2l12)° > 3, (2x, — )" D2o(@) A, (2, — 2) + A o(llze, — Z[13),

und fiir 7 — oo wie oben
0> %STDQQO(.T)S,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Bemerkung:
Falls z € S°, so ist T'(S,z) = IR™ und der Hilfssatz liefert die Aussage aus dem voranste-
henden Beispiel.

Satz 8.2) Notwendige Bedingungen 2. Ordnung
Fiir das Problem (P’) gelte:

1) f€C?’(R™) und F = (f1,..., fm)" € C*(IR™). Weiter sei

Liey) = f(2) + y"F(e) = 1(@) + 3 yidile)
=1

2) T € S sei ein lokales Minimum fiir (P’), wobei

S:={zxeR"| fi(x) <0 fir 1 <p, filx) =0firp+1<j<m}.
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3) S sei in Z regulér, d. h. nach (7.13) ist
a) Dfj(z), j=p+1, ..., m, sind linear unabhéngig
b) 3seR™

Dfi(z)s < OfirieI(z):={i<p]| fi(x) =0}
Dfj(z)s = O0firp+1<j<m

Dann gibt es ein § € IR™ mit:
@) g >0 fir 1< <p,
) 9:fi() =0 fiir 1 <i <p,
7) Vol(2,9) lo—s= Vf(2) + (DF(2)) § =0,
§) sT(D2L(x,9)|,_.)s > 0 fiir alle s € T(Sy, %), wobei
S1:={x € §|V,;jz: fi(x) = 0} mit I[(z) :={i € I(z) | 4 > 0}
(Hierbei konnen wir I als die Menge der ,,wichtigen“ aktiven Indizes interpretieren).

Beweis: o)) gelten wegen (7.12). §): Sei z € Sy. Dann ist

L(z,§) = f(x) + > _wifi(x) + Y gifi(x) = f(x).
=1

Jj=p+1

Denn fiir ¢ < p und = € Sy ist entweder g; = 0 oder f;(xz) = 0. Fiir j > p+ 1 ist fj(x) = 0.
Wegen S; C S ist & somit lokales Minimum von ¢(z) := L(z,y) auf S; und

Dy(Z) = Dy L(2,Y) |z=z= 0.
Wegen Hilfssatz (8.1) ist (mit S statt S)

0 < s'D%*p(z)s = sT (D2 L(x,7) | s fiir alle s € T'(S1, T). #

m:f)

Falls auch S; in Z regulér ist, ist wegen Korollar (7.16) 7'(S1, %) = L(S1, %), wobei

L(S1,z) :={s € R" | Dfi(%)s =0 fir iel(z)U{p+1,...,m},
Dfi(Z)s <0 fir i€ I(z)\ I(T)}.

Regularitidt von S; in & ist wegen (7.13) dquivalent zu

&

(8.3) 1) Dfi(z), i€ I(Z)U{p+1,...,m}, sind linear unabhiingig,
2) Is € R™: Dfi(z)s = 0 fiiri € I(z)U{p+1,...,m}, Dfi(z)s < 0 fiiri € I(z)\1().

Die Bedingung (8.3) heifit ,,constraint qualification “ 2. Ordnung.
Korollar (8.4):

Es mogen die Voraussetzungen von Satz (8.2) gelten und zusétzlich noch (8.3). Dann kann
in Satz (8.2) die Aussage ) durch
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§"): sTD2L(Z,79)s > 0 fiir alle s € L(S, ), .
d.h. fiir alle s mit Dfj(z)s = 0 fir i € [(Z) U{p+1,...,m} und Dfi(z)s < 0 fiir
iel(z)\I(z)

ersetzt werden.

Satz (8.5): Hinreichende Bedingung 2.0rdnung

Es gelte die Voraussetzung (1) von Satz (8.2), und zusétzlich gebe es ein § mit «), ), )
aus (8.2) sowie

§"): sTD2L(Z,79)s > 0 fiir alle s € L(S1,Z) mit s # 0.
Dann ist Z ein striktes lokales Minimum von (P’), und es gibt € > 0, § > 0, so da8

f(z) > f(&) +¢e- ||z — z||3 fiir alle 2 € N5(Z) mit N5(z) := {z € S| |z — |2 < §}.

Beweis:

Aus Lemma (7.15) folgt T'(S1,z) C L(S1, Z).
Annahme: Die Behauptung ist falsch, d.h. wie im Beweis von Hilfssatz (8.1) gibt es zu
jedem k € IN ein z, € S mit ||z, — Z|| < + und

flar) < f@) + gllaw -3 ()

Insbesondere folgt zp # T fiir alle k. Die Folge

="
lzre — Zll2/}

besitzt einen Haufungspunkt s. Wir nehmen O.B.d.A. an, dafl

. Tp— X
lim —
k—o00 ka — x||2

=seT(S, 7).

Setze
g(x) = > ifi(x),
icl(z)
dann gilt fiir x € S
L(z,5) = f(x) + 5" F(x) = f(2) + g(x).

Somit gilt wegen (i)

ok —zll3 > flaw) — f(@) =
= (L(zk,9) — L(Z,9)) — (9(2x) — 9(T))
Z L(xkag) - L(j7g)7




Wegen
L(zk,§) = L(2,§) + Do L(,9)(xx — 7) + (xx — )" DEL(Z,§)(2x — 7) + o |ax — ]3)
und D, L(Z,y) = 0 ist somit

1

1 1 =\T 1?2 - = _ —12
= > 2@k — )" Dy L(7, %) (2 — ) +of||zy — 7
P> o (2@ — D DL D)@ = @) + oo — 2l)

und fiir £ — oo folgt
0> s D2L(%,7)s (79)
fiir ein s € T'(S,z) C L(S,x). Aus (79):

L(zy,7) — L(z,y) g(vx) — g(7)

> - - -
|z — |3 |z — |3

1
k

—sTD2L(z,5)s

folgt wegen g(zx) < g(z) <0
lg(zk) — 9(7)|

EA i
ek — |3

fiir alle k, insbesondere
im 19K — 9@ _
k—o0 H:Iik — .1:”2

Es ist

g(z) —g9@) = > Gilfilz) — fi(x)) =
icl(x)
= Y G(DH@ @k —7) +olllzx — 7))

i€l(z)

Fiir £ — oo folgt:
0= Z Yi - sz(a_:)s

icl(z)

Mit ; > 0 und Df;(Z)s < 0 fiir i € I(Z) folgt also Dfi(z) = 0 fiir alle i € I(z), d.h.

s € L(S1, ). Damit steht (79) im Widerspruch zu 4§”). #
Setze nun
VL(z,y)
y1f1(x)
D(z,y) = : fir x € R", y € R™,
(z,9) ypfo(2) Y

d.h. ®: R"*™ — IR"*"™. Das System ®(z, %) = 0 besteht dann aus n + m Gleichungen in
n + m Unbekannten.
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Eine Losung von ®(z,y) = 0 mit y >0, ..., yp > 0 und fi(z) <0, ..., fp(x) < 0 heifit
Kuhn-Tucker-Punkt zu (P") (weil sie die notwendige Bedingung 1.Ordnung fiir ein Minimum
erfiillt). Mit

L(z,y) = f(2) + D _yifi(x)
i=1

und

VoL(e,y) = V@) + 3 wVAie) = Vi) + (DF@) Ty

i=1
ergibt sich
D3L(z,y) (DF(x))" (DFa(x))"
yiDfi(z)  fi(z)
: : 0
Do(z,y) = YpD fp(z) fo(z)
Dfpi1(z)
: 0 0
Dfm(x)
H(z,y)  (DFi(x))" (DFa(x))"
= | i DF (z) Diag(Fi(z)) 0 =:J(z,y),
DF5(x) 0
mit
m Y1
H(z,y) = D*f(2) + Y yD*f(z) und Y1 =
=1 Uy
Satz (8.6):

Es mogen folgende Voraussetzungen gelten:
i) f, fiec C?2(R)", 1<i<m.

ii) (z,7y) ist Losung von ®(x,y) = 0 mit g; > 0 und f;(z) <0 fir 1 <7 < p (d.h. (Z,7)
ist ein Kuhn-Tucker-Punkt zu (P’).)

Dann gilt:
1) J(z,y) ist nicht singulér, falls

a) 7; > 0 fiir i € I(%) (d. h. I(Z) = 1(Z)) (strikte Komplementaritéit)

b) die constraint qualification 2.0rdnung erfiillt ist, d.h. Df;(Z) sind linear un-
abhéngig fir i € I(x) U{p+1,...,m}.

c) die hinreichenden Bedingungen 2.Ordnung fiir ein lokales Minimum erfiillt sind,
d.h. sTD2L(z,9)s > 0 fiir alle s # 0 mit Df;(z)s = 0 fiir alle i € I(z) U {p +
1,...,m}.
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2) Falls J(z,7) nichtsingulir ist, gelten 1a), 1b), und falls s” D2L(z,7)s > 0 fiir alle
s € L(S1,7) (notwendige Bedingung 2.0Ordnung), dann gilt auch 1c).
Beweis:

Es sei I(z) = {1,...,p1}, d.h. die nichtaktiven Ungleichungen entsprechen den Indizes
p1+1, ..., p, sowie

fi(x) fpr+1(2) Y1
FH(.I) = , F12(x) = , Y1 = , UsSw.
for () fo(z) Yp1
Dann sind F11(Z) = 0 und Y;2 = 0. Wir erhalten
H(z,5) (DFu(z))" (DF1a(2)"  (DFa(z))"
| YuDFu(%) 0 0 0
be(,9) = 0 0 Diag(Fia (7)) 0
DF;(z) 0 0 0

Do ist regular, wenn das Gleichungssystem

H(z,y) (DFu(z))’ (DFi(z)" (DFa(2))"\ [u 0
YH DFH(E) 0 0 0 vl 0
0 0 Diag(F12(Z)) 0 w| |0
DF5(%) 0 0 0 @ 0
nur die Losung 0 hat. Dies ist wegen Fi2(Z) < 0 dquivalent zu w = 0 und
H(z,5) (DFu(z))" (DFs@)"\ [u
}711 DFH(:E) 0 0 v]|]=1]10]. (**)

Wir kénnen daher 0.B.d.A. p; = p annehmen (,,w fillt weg*). Offenbar ist J(z, §) singulér,
falls ein g; = 0 fur i € I(z) = {1,...,p} (Nullzeile in (xx)!) = 1a) ist notwendig.

Falls Y7; nur positive Diagonalelemente hat, kann man die 2.Blockzeile von (**) mit Y;;*
durchmultiplizieren, ohne die Regularitéit zu &ndern. Wir erhalten:

_ (H@p (DF@)
1(@.9) = ( DF () 0 ) |
Gébe es ein u € Kern((DF(z))"), d.h. (DF(z)) uw =0, u # 0, so wire

d.h. J wire singulér in (7, 7).
Also ist auch 1b) notwendig fiir die Regularitit von J(Z,§) bzw. von J(Z,%).
Lése J(z,7)(2) =0, d.h.

H(z,y) (DF(@))"\ (v) _ (0 (% % %)
DF (%) 0 u) \0
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nach (u,v) auf.

Zu zeigen: u = 0, v = 0 ist die einzige Losung, falls 1a)—c) erfiillt sind.

Aus der 1. Zeile folgt: H(z,5)v € R(DF(z))").

Aus der 2. Zeile folgt: v € N(DF(x)).

Damit ist v? H(z, §)v = 0.

Wegen 1c) ist 0H(z,y)0 > 0 fiir alle v € N(DF(z)) \ {0}. Also ist v = 0 und somit auch
u=0,d.h. J(z,y) ist regulir.

Falls umgekehrt v H(Z, g)v > 0 fiir alle v € N(DF(Z)), so ist mit

Py := I — (DF(z)"(DF(z) - (DF(z))") ™" (DF(2))

die Matrix M := PLH(z, )Py positiv semidefinit. (Beachte, dal Py wegen 1b) existiert
und die Orthogonalprojektion auf N(DF(Z)) beschreibt, denn fiir 2 € N(DF(z)) ist Pyz =
z und fiir z € R(DF(z))") ist z = (DF(z))"w und somit Pyz = z — z = 0.)

Zu zeigen: J(Z, ) regulir = v H(z,5)v > 0 fiir alle v € N(DF(z)) \ {0}.

Annahme: v H(z, §)v = 0 fiir ein v € N((DF (%)), v # 0.

Dann ist v/ Mv = 0 und somit Mv = 0. Daraus folgt

Py H(z,g)v = Py H(3,5)Pyv =0

und
H(z,y)v € N(PY) = R(DF(z))"),

d. h. es gibt ein v mit
H(z,5)v = DF(z)Tu.

Dieser Vektor v liefert somit eine von 0 verschiedene Losung von (x * )
= v 0
J(Z,y = .
w0 (_)=(3)

Sensitivitit der Losung: Fiir t € R? seien f, fi: R"™? — R in C?(IR""9) (1 <i < m)
und (P/):

Somit gilt auch 1c). #

Iél]il:liln{f(ﬂfvt)|fi(w,t)§0, 1<i<p, fi(z,t)=0, p+1<j<m}

und z(t) eine zugehdrige Losung (falls existent). (z.B. fi(z,t) = fi(z) — ti, f(x,t) =
f(z) +to-cla).
Lemma 8.7: Fiir t = 0 moge z(0) = = die hinreichenden Bedingungen 2.Ordnung erfiillen.

(D.h. es seien die Bedingungen erster Ordnung erfiillt: es gibt ein y € IR™ mit g; > 0,
Gifi() = 0 fir 1 < i < pund D,L(z,5,0) = 0, wobei L(z, 4, ) = f(z,£) + X0, yi - fi(, 1)
die Lagrangefunktion zu dem Problem (P)) ist, sowie die Bedingungen zweiter Ordnung:
s'D,L(Z,9,0)s > 0 fiir alle s # 0 mit Df;(z,0)s =0 firi € I(Z)U{p+1,...,m}).
Weiter sei y; — fi(z,0) > 0 (strikte Komplementaritit) und

{D;fi(z,0)|i e I(z)U{p+1,...,m}}
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linear unabhéngig. Dann gibt es § > 0 und ein € > 0, so daf es fiir jedes ¢t € IR? mit ||t]| < o
genau ein z(t) gibt mit folgenden Eigenschaften. x(t) erfiillt die hinreichenden Bedingungen
2. Ordnung fiir (P)) sowie ||z(t) — Z|| < e. x(¢) ist strikt komplementér und die Gradienten
aus I(Z) U{p+1,...,m} sind linear unabhéngig.

Beweis:

x(0) erfiillt ®(z,y,t) =0 fiir y = y und ¢ = 0. Hierbei ist

D,L(z,y,t)
ylfl (.’I}, t)

(b(xay’t) = ypfp‘(:C?t)
fp+1(x7 t)

fm(x,1)
O.B.d.A. sei I(z) = {1,...,p} (vgl. Beweis von Satz 8.6)). Es ist

D2L(z,y,0) (DyF(z,0))"
Dy y®(x,y,t) i=o= | Y1D.Fi(x,0) 0
D, Fy(z,0) 0

nach Satz (8.6) regulér in (z,y) = (Z,y). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
ein 0 > 0 und ein € > 0, so daB ®(z,y,t) = 0 eine eindeutige Losung =(t), y(¢) hat mit

(o))

Dabei hingen x(t), y(t) stetig von ¢ ab.

Die strikte Komplementaritit y;(t) — fi(x(t),t) > 0 bleibt aufgrund der Stetigkeit fiir kleine
|lt|]| erhalten, ebenso die lineare Unabhéngigkeit der D f;(z(¢)) und die Definitheit von M
(im Beweis von Satz (8.6)) auf Kern DF(x(t),t). (Die positiven Eigenwerte von M hingen
stetig von t ab, die Null-Eigenwerte bleiben aufgrund der Projektionseigenschaft erhalten).
Séamtliche Bedingungen 2. Ordnung sind somit fiir kleine ||¢|| in (), y(¢) erfullt.

<é fir |t <.

Um die Empfindlichkeit von ¢ beziiglich Anderungen in den Eingabedaten zu messen, be-
trachtet man

Es ist
Dyp(t) |t:O: DyL(x(t), y(t),t) |t:0 :

Beweis: Ubung.

9 Primal-duale Innere-Punkte-Methoden fiir nichtlineare
Probleme
Voriiberlegung: Sei z ein lokales Minimum von

(P : min{f(z) | fi(z) <0fir 1 <i<p, fi(x)=0firp+1<j<m}

141



Wir suchen einfache notwendige bzw. hinreichende Bedingungen fiir ein lokales Minimum,
die wir in einem Algorithmus zum Auffinden des Minimums ausnutzen kénnten.

1. Die naheliegendste Charakterisierung ist folgende: Es gibt keine zuléssige Abstiegs-
richtung, d.h. fiir alle s € IR™ und fiir t > 0 geniigend klein ist entweder

T+tsg S:={recR"| fi(x) <0, 1<i<p, fi(x)=0,p+1<j<m}

oder f(z +ts) > f(z).

Problem: Diese Bedingung ist in dieser Form recht schwer nachzupriifen und Vektoren
s, die diese Bedingung verletzen sind im allgemeinen keine effizienten Suchrichtungen.
AuBlerdem ist diese Bedingung auch nicht immer hinreichend, wie das Beispiel p(z, y) :
ot + y? + 422y zeigt. Diese Funktion p hat in (z,y) = (0,0) kein lokales Minimum
aber jede (geradlinige) Richtung ist lokal eine Anstiegsrichtung fiir p. (Beweis durch
nachrechnen!)

2. Falls  regulér ist, dann gibt es nach dem Satz von Kuhn und Tucker ein § € IR™,
7= (), J2)" (wobei gy € IRP, §z) € R™P) mit §1y > 0,

fi(z)

Fi(z) <0, Fo(z) =0 fir F(z):= <§;8) = : T F(Z) =0

und Vf(z)+ (5~ DF(z))" = 0.

(Um bei Vektoren die Partition Y1) von der Komponente y; unterscheiden zu konnen,
schreiben wir die ‘1’ in Klammern (), bei F' werden die einzelnen Komponenten durch
Kleinbuchstaben f; bezeichnet und Fy bezeichnet die y(;) entsprechende Partition.)

Innere-Punkte-Ansatz: Fiir einen kleinen festen Parameter p > 0 16se:
Fl(l') +51) = 0, S(1) > 0
FQ(.’IJ =0

Vi(z)+ (y" DF(2))" =0

Yaysay = we,  yay >0

(%)

wobei
U1 S1 1
Yoy = sy = | :
Yp Sp 1
Als Startpunkt konnen dabei beliebige z € IR", y1) > 0, s(1) > 0, y2) € IR™™P gewihlt
werden. (Dann sind alle Ungleichungen erfiillt, moglicherweise auf Kosten eines Residuums
in den Gleichungen).
Idee: Lose (*) mit dem geddampften Newtonverfahren unter Bewahrung der Ungleichungen.
Genauer: Man linearisiere die Gleichungen in (*) und wéhle die Schrittweiten beim New-
tonverfahren stets so, dafl die Ungleichungen strikt gewahrt bleiben. Falls die Losung von
(%) hinreichend gut approximiert ist, so reduziere u (z.B. auf u™ = 0.1x) und wiederhole
das Verfahren.

c IRP.

|
|
CB
|
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DaB dieser Ansatz tatsichlich gegen ein lokales Minimum von (P’) konvergiert und nicht
z.B. irgendwo mit immer kleiner werdenden Schrittweiten “héngen bleibt” oder wegen ei-
ner singuléren Jacobimatrix abbricht, ist bislang erst fiir spezielle Klassen von (konvexen)
Programmen gezeigt worden und héngt wesentlich davon ab, daf} stets u > 0 gewéhlt
wird. Insbesondere ist der nachfolgende Algorithmus zum einen wegen fehlender Prediktor-
Korrektor-Strategie fiir praktische Zwecke viel zu langsam, und zum anderen fiir nichtkon-
vexe Probleme in dieser Form auflerdem nicht immer konvergent. Er dient nur als Mo-
tivation um Analogien zur linearen Programmierung aufzuzeigen und eine konzeptionelle
“Schwiche” der klassischen Barrieremethode aufzuzeigen.

Ein primal-duales Verfahren Wir benutzen die Notation

H(z,y) :=D*f(x) + f:leQfl(a:).
=1

Konzeptioneller Algorithmus (p-d.V.):
20, 40, sY seien gegeben mit y?l) > 0 und 5(()1) >0, (yay,sq) € IRP).
Firk=0,1,2, ...:

1. Wihle % > 0 (Ziel: limg oo ¥ = 0).

2. Lose die Linearisierung von (x):

Fi(z) + DF1(2)Az + sy + Asy =0

Fy(z) + DFy(z)Az =0

V(@) + (DF(x))"y + H(z,y)Az + (DF(z)) Ay =0
Yysa) + Yhsa) + SmAya) = be

mit (z,v,s) = (2%, y¥, s¥) nach (Az, Ay, As) auf.
3. Bestimme eine Schrittweite oy, € (0, 1] mit yé“l) + axAyy > 0 und s’(fl) +apAsy > 0.

4. Setze

Zusammenhang mit Barrieremethoden Sei b : IR, — IR eine streng monoton fallende,
glatte, konvexe Barrierefunktion fiir IR, d.h. lim;_,q b (t) = —oc.

Beispiele:
b(t) = —logt, b(t)= Vi, b(t)=>, bt)=—~ (a>0)

Zur Losung von (P’) betrachte folgende Hilfsprobleme:
P

(B) min{ f(z) + > wib(d; — fi(2)) | f(x) =0,  j=p+1,}

=1
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wobei w; > 0 kleine Gewichte und d; > 0 kleine “ Shifts” seien, so da8 d; — f;(x) > 0. In (B)
nehmen wir implizit die Ungleichungen f;(z) < d; mit an, da andernfalls der Barriereterm
b(d; — fi(z)) nicht definiert wére. Falls d; = 0, dann garantiert der Summand w;b(0 — f;(x))
in der Zielfunktion von (B) fiir jedes noch so kleine w; > 0, daf§ x beziiglich “f;(z) < 07
strikt zuldssig bleibt.

Definition:

O(z; w,d) +sz fi(z))

Lemma 1: Falls f, f; (i=1. ..., p) konvex sind, so ist auch ® konvex.

Beweis: Falls g, h konvex sind, dann auch Ag+ ph fiir A, p > 0. (Einsetzen in die Definition
von Konvexitit). Es geniigt daher zu zeigen, dafl p;(z) := b(d; — f;(x)) fiir jedesi =1, ...,
p konvex ist. Fiir g € [0;1] gilt:

di — filox + (1 = 0)y) — (ofi(z) + (1 — o) fi(y))
= Q(di — fi(x)) + (1 = o)(di — fi(v))-
opi(x) + (1 —0)pi(y) = ob(di — fi(x)) + (1 — 0)b(di — fi(y))
> b(oldi — fi(x) + (1 - 0)(di — fi(y)))
> b(d; ~ filor+ (1~ 0)y))
= pi(or + (1 - 0)y)

aufgrund der Konvexitéit und Monotonie von b. #
Lemma 2: Falls f, f; (i =1, ..., p) konvex und f; (j = p+1, ..., m) affin sind, sowie
w; = pund d; = 0 fir ¢ = 1, ..., p gewéhlt sind, so stimmen fiir die logarithmische

Barrierefunktion die Minima von (B) und die Losungen von (*) iiberein.

Beweis: ¢ ist nach Lemma 1 konvex. Weiter ist fiir (B) die Slaterbedingung erfiillt (da

nur affine Gleichungsrestriktionen vorliegen). Also sind folglende Aussagen notwendig und
hinreichend fiir ein Minimum von (B):

( { Vf(x) = X0 wib (di — fi(2))V fi(x) + X0, 45V fi(x) =0
kk
filx)=0, j=p+1,....,m

Definiert man y; := —w;b'(d; — fi(z)) > 0 und sy := d — Fi(x), dann sind die ersten 3
Bedingungen von (x) erfiillt. Weiter ist

yisi = —pb' (di — fi(x))(di — fi(z)) = p,

falls b/(t) = —1, d.h. falls b(t) = — logt. Umgekehrt: Falls eine Losung von (*) gegeben ist,
so folgt —f;(z) = ﬁ firi=1,...,p (denn Y1 Fy(z) = —=Y181 = —pe) und

Y _ ;
/J,b( fl( )) _,Uf/yz Yis ? 17"'ap7

so daB aus der Gleichung V f(z)+ (DF(z))"y = 0 von (%) die erste Gleichung von (xx) folgt.
(Die zweite Gleichung von (*) und die zweite Gleichung von (x#) stimmen {iberein.) #
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Wiéhlt man die Gewichte w; anders, so lédsst sich obiger Zusammenhang auch fiir andere
Barrierefunktioenn herleiten.
Lemma 3: Es gelte zusitzlich lim; .o, b/'(t) = 0. Falls f, f; (i = 1, ..., p) konvex sind

und f; (j = p+1, ..., m) affin, und die Menge der Optimallésungen von (P’) nicht leer
und beschréankt ist, dann hat (B) fir jedes w > 0 und jedes d > 0 (d > 0, falls die
Slaterbedingung fiir (P’) erfiillt ist) ein Minimum z(w, d). AuBerdem ist

)\li%lJr (inf{||:E —z(Aw, Ad)|| ‘ Z ist Optimalldsung von (P’)}) =0

Beweis: ohne Beweis.

Lemma 3 legt folgendes Verfahren zum Losen von konvexen Programmen (P') mit f, f; €
C?(IR™) nahe:

Klassische Barrieremethode (k.Bm.): Gegeben z° € IR". Wihle w® > 0 und d° > 0,
sodaB d? > fi(a") (1<i<p). Firk=1,2,3,...:

1. Wihle ), € (0,1) so, da8 mit (w”,d*) := A\ (wF=1, dF1) gilt: f;(2%1) < dF (1 <i <
p)-

2. Ausgehend von 2*~! fiihre einige Schritte des Newtonverfahrens (mit line search) zum
Losen von (B) mit w = w* und d = d* aus.

Motivation: Da z(w,d) unter schwachen Voraussetzungen stetig (sogar glatt) von (w,d)

abhéngt, wird z(w*~!, d*~1) eine gute Niherung an z(w¥, d*) sein, wenn
I(w",d*) — (w1, d* )]
klein ist. Wegen (w*,d*) — 0 (k — c0) ist letzteres sicher fiir geniigend groBe k der Fall.

Schwierigkeit: Der Einzugsbereich des Newtonverfahrens zur Minimierung von &, d.h.

zur Losung des Barriereproblems wird mit w* — 0 immer kleiner. Diese Schwierigkeit, in
Verbindung mit der Tatsache, dafl die Hessematrizen von ®(z;w,d) fiir kleine w > 0, d > 0
und x in der Ndhe von ¥ im allgemeinen beliebig schlecht konditioniert sind, haben in
der Vergangenheit dazu gefiihrt, dal diese Methode als numerisch unbrauchbar eingestuft
wurde. Ein Teil dieser Schwierigkeiten kann durch Verfeinerungen an der (k.Bm.) allerdings
behoben werden. Trotzdem wird die (k.Bm.) auch heute nur selten eingesetzt.

Wir wollen die Suchrichtungen (Newtonrichtungen) der klassischen Barrieremethode
und des primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren vergleichen.

Vergleich der Newtonschritte (1) In (B) fithren wir den Newtonschritt fiir

Vo®(zi; w,d) + (DF2(2)) gy =0
FQ(IB) =0

aus, wobei

Dy ®(zi; w,d) = Df(x) = > wib(d; — fi(x))Dfi(x).

=1
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Wir definieren
yi = yi(x) == —wib'(d; — fi(z)) > 0,

H(z,y) := D*f(z) + ileQfl(x).
=1

Die Linearisierung von

Vf(z+ Az) + (DF1(z + A2)) 'y (z + Az) + (DFs (2 + Az)) (yo) + Ay) =0
Fy(z+Az) =0
liefert das Gleichungssystem (GLS):
H(z,y)Az + (DF1(x))" Doy (2) Az + (DFa())" Ayay = =V f(z) - (DF(2))"y
DFs(x)Ax = —Fy(x)

wobei
D.yi(x) = Dy(—wi - b'(di = fi(x))) = +w; - b"(d; — fi(2))Dfi(x)

Wir erhalten somit
Dyyy(w) = Wa - Diag (0" (d; = fi(2)))ics ) - DF1(2)

mit W = Diag(wy)).
(Wir benutzen die allgemein iibliche Notation wonach fiir x € IRF mit Diag(x) die Diagonal-
1 My

matrix , und fiir M € IRF** mit diag(M) der Vektor : bezeichnet
Tp My,

wird.)

Es sei 71 := —V f(z) — (DF (z))"y und 7y := —Fy(z). Wir betrachten nun die logarithmische

Barrierefunktion b(t) = —logt mit V'(t) = — 1, b”(t) = 7% und erhalten das System

H(z,y) + ATv1871 A, AT Az \ (7
A2 0 Ay(g) B 79

A A1\ _ ([ DFi(x)
- A2 B DFQ(.’IZ’) ’
sy :=d — Fi(x), S1 := Diag(s(;)) und

¥i = Diag ((#M)izl,...,p>'

(2) Newtonschritt fiir (*): Setzt man in Schritt 2) des (p-d.V.) As) = —Fi(x)—s1—A1Axz,
Ayqy = ST (pe + Y1 (Fi(z) + A1 Az)) so folgt (nach kurzer Rechnung)

H(ZE,y) —I-ATYlelAl Ag Ax - 71 —A{S;l(,ueﬂ—YlFl(a:))
Ay 0 Ays ) '

T2

146



Der Einfachheit halber nehen wir nun an, daf ein strikt zulissiger Startpunkt 2% mit
fi(2%) < 0 fiir 1 <4 < p bekannt sei und daher d = 0 gew#hlt werden kann. Sei nun (z, Y2))
gegeben.

Dann sind fiir (B) die Groflen sy = —Fi(x) und yq) = S; ! pe definiert.

Falls pe in Schritt 2) vom (p-d.V.) durch w) = —Y1Fi(z) ersetzt wird, so ist w() +
Y1Fi(z) =0, d.h. der Newtonschritt fiir () stimmt mit dem fiir (B) iiberein. (Das Verfahren
(¥) erzeugt die gleichen Suchrichtungen wie (B).) Die Anderung von ue zu —Y;Fy(x) ist
dabei unwesentlich, sie wurde nur deshalb nicht in die Beschreibung des (p-d.V.) mit
aufgenommen weil sie praktisch keine Vorteile hat.

Wo liegt nun der Unterschied zwischen den beiden Verfahren?

Wir betrachten wieder den Fall d = 0.
Es sei  das Minimum von (B) und y 9y der zugehérige Lagrange-Multiplikator. Setze

Y7 = Diag <(—le();))¢=1,...,p>

und sy = —Fi(x), dann erfiillen (x,y,s) das System (x) mit rechter Seite (0,0,0,w(y))
anstelle von (0,0, 0, ue).

Annahme: Es sei (x) in (0,0, 0,0) reguldr, d.h. die Linearisierung von () in dem zugehorigen
Losungsvektor z, 7, § habe nur Z, 7, § als Losung (gleichbedeutend damit daf die Jacobima-
trix von (*) in (z,y, s)(0) regulér ist).

Seien weiter f, f; (i =1, ..., p), f; (j =p+1, ..., m) 2-mal stetig differenzierbar. =
Die Jacobimatrix von (x) ist eine stetige Funktion von (z,y, s) und somit in einer kleinen
Umgebung von (Z, 3, §) regulér, und (z,y, s) sind stetige Funktionen von w; fiir kleine ||wy||.
Falls [lw1 || klein ist, so ist (z,y, s)(w(1)) = (7,y,s)(Aw)) fiir A € [0,1]. Insbesondere bleibt
auch y = y(z,w(;)) beim Ubergang von w(1) zu Aw(p) nahezu unveréndert. Aber in (B)

ist yy (@, Mwy) = Ayay(z,way), dh. beim Ubergang von w(1)y zu Aw(yy in (B) werden
die (impliziten) Multiplikatoren y ;) weitgehend “ zerstért”. Der Newtonschritt fiir (B) mit
dem neuen \w ist aber wie oben erkannt gerade der Newtonschritt fiir (x), wobei in (x) die
“ guten” Schétzwerte y(;) durch “ schlechte” Ay ersetzt werden (und man sich fiir z.B.
A =0.1so “sinnlos” von der gefundenen Naherung (x,y, s) entfernt).

Eine “Reparatur” der klassischen Barrieremethode, die diese Zerstorung der Schiatzwerte
y(1) unterbindet wurde 1994 von Conn, Gould und Toint vorgeschlagen. Sie lduft allerdings
im wesentlichen auf ein primal-duales Verfahren hinaus.
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